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Coztimler

1. 325 — 2024 ifadesinin bir pozitif tam saymim karesine esit olmasimi saglayan tiim (a, b) negatif
olmayan tam say1 ikililerini bulunuz.

Coziim: 375° — 2024 = 2 olsun. c¢ sayisiin bir tek say1 oldugu barizdir. Bu denkleme (mod 8)’de
bakarsak ¢ = 1 (mod 8) bulunur, dolayisiyla sol tarafta da 3°5 = 1 (mod 8) olmahdir. Ote
yandan, (mod 8)'de 3% sayisiin alabilecegi degerler 1 veya 3, 5° sayisimin alabilecegi degerler 1 veya
5 oldugundan bu ¢arpimin (mod 8)’de 1’e denk olmasi igin iki say1 da 1’e denk olmahdir. Buradan da
hem a hem de b sayilariin ¢ift olmasi gerektigini buluruz. a = 2z, b = 2y dersek (375%)% — ¢* = 2024
ve buradan (3"5Y — ¢)(3%5Y + ¢) = 2024 bulunur. Sol taraftaki sayilar 2024’{in bolenleri olacag igin
tiim olasi durumlar incelersek yalmizca (44, 46) ikilisi i¢in x = 2, y = 1 ¢dziimiiniin geldigini buluruz.
Dolayisiyla sorudaki kogulu saglayan tek (a,b) ikilisi (4,2) olmalidir.

2. Bir ABC {i¢geninin i¢ bolgesinde bulunan P ve () noktalart ZAPB = ZAQC ve ZAPC = ZAQB
kogullarini sagliyor. APQ iiggeninin ¢evrel ¢emberinin AB ve AC' kenarlar: ile ikinci kez kesistigi
noktalar sirasiyla K ve L olsun. B, C, L, K noktalarinin ¢gemberdeg oldugunu gosteriniz.

Cozim: AQ N PC = E ve APN BQ = D olsun. ZQAC = o, LPCA = 3 ve ZPCB = 0
olsun. Soruda verilen aq esitliklerinden dolay1 B, C', P, ) ¢cemberdestir, aym1 zamanda D, E, P, )
¢emberdegtir. Bu durumda Z/PCB = ZPQB = ZPEB = 6 bulunur. AEC iig¢geninde iki i¢ aginin
toplam1 bir dig agiya esit olacagindan LZAEP = /FEAC + ZECA = a + (3 elde edilir. Buradan
LAED = a+ (46 ve gemberdeslikten ZAPQ = a+ [+ 6 bulunur. APQ tli¢cgeninin ¢evrel cemberinde
de ac1 takibi yaparak ZAKL = ZAPQ — ZQAL=a+p+0 —a=p+60 =-LACB elde edilir ve bu
aq1 esitligi B, C, K, L noktalarimin ¢gemberdes olmasi anlamini tagidigi i¢in ispat tamamlanir.

3. n > 2 bir pozitif tam say1 olmak iizere, a1, as, ..., a, birbirinden farkli pozitif gercel sayilar olsun.
C1,Cs, ..., C, sehirlerinden olusan bir iilkede, her (¢, 7) ikilisi i¢in C; ve C; sehirleri arasinda bir ¢ift
yonlii ucak seferi vardir. Her (¢, j) ikilisi i¢in C; ile C; sehirleri arasindaki ugak seferinin {icreti a; + a;
dir. Bu tilkedeki bir gezgin, kullandigi her ugak seferinin ticreti bir 6nceki ugak seferinin iicretinden
fazla olacak sekilde bir yolculuk yapmigtir. Buna gore, bu gezginin yaptigi ucak seferi sayisinin
alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

Coziim: Cevap 2n — 3. Genelligi bozmadan a; < as < ... < a, diyelim. a; sayisina, C; sehrinin
iicreti diyelim, boylece her yol bagladig: iki sehrin ticretinin toplami olacaktir. Bu gezginin rotasindaki
sehirlerin ticretleri sirasiyla by, bo, . . ., by olsun. Sorudaki kogul geregi, her 1 <7 < k—2icin b; +b;11 <
bit1 + biyo olacaktir. Buradan da her ¢ icin b; < b; o bulunur. Yani by, b3, b5, ... ve ba, by, bg, ... artan
dizilerdir. Bu dizilerin elemanlarinin alabilecegi n farkli deger olabilir ve her iki dizi de artan oldugu



hicbir say1 aym dizide iki kere gecemez. Ote yandan, a; sayist her iki dizide de bulunamaz, ciinkii
bu durumda diziler artan oldugu i¢in hem by, hem de by sayisi a;’e esit olmalidir ancak yolculuk
farkli sehirler arasinda olmalidir. Benzer sekilde a,, sayisi da yalnizca bir tane dizide gegebilir. Yani,
elimizdeki n gehrin 2 tanesi en fazla bir kere, kalanlar1 en fazla iki kere kullanilmig olabilir. Boylece
bu gezgin en fazla 2n — 2 gehirden, yani 2n — 3 ugus seferinden olusan bir yolculuk yapmus olabilir.

Ornek  kurmak icin de, by,b3,b5,... dizisini as,as,...,a, ve by, by, bg,... dizisini
ai,as, ...,a,_1 olarak segmek gerekli kosullar1 saglar.  Yani, bu sayilar nasil verilirse verilsin
Ao, a1, a3, Ao, Ay, A3, . - ., Gy, dp_1  Sehirlerinden gecerek 2n — 3 ucak seferinden olusan bir rota
olusturabiliriz.

4. n > 2 bir pozitif tam say1 ve ai,as, ..., a, > 1 gercel sayilar olmak tizere,
- 1 LT 1
H a;Qit1 — > 2 H a; — —
im1 AiQi+1 i1 a;

oldugunu gosteriniz (burada, a,+; = a; aliniyor).

Coziim: Bir lemma ile baglayacagiz.
Lemma: .y, z,t gercel sayilar olmak tizere, (zy — 2t)* > (22 — 2%)(y? — t?) esitsizligi saglanir.
Ispat: Ifadeyi acip diizenleyince x2t%+y222 > 2zyzt haline gelir ve bu da (2t —yz)? > 0 oldugundan
otiirii dogrudur.
Simdi bu lemmada z = a;, y = a;41, 2 = 1/a;, t = 1/a; 4, olarak yazarsak

;A1 — Zl1a; — — Ay 1 — —5—
At Qi1 i CL? 1+ alz+1

bulunur. Sag tarafi carpanlara ayirirsak

1 \? 1 1 1 1
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;i1 a; Q41 a; Q41

ve her x pozitif gergel sayisi igin z + 1/x > 2 egitsizligini kullanirsak

1 \? 1 1
Qi1 = >4 a — @)\ T
1 W+ 1 1+

elde edilir. Bu esgitsizlikteki tiim sayilar pozitif oldugu i¢in, ¢ = 1,2, ..., n degerlerinde bu esitsizlikleri
taraf tarafa carpip karekok alarak sorudaki esitsizlige ulasabiliriz ve boylece ispat tamamlanmig olur.




