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Coztimler

1. a, b, ¢ pozitif tam sayilar olmak tizere,

2246?0224+ - ve 2042 —d?
sayilarinin {igliniin de tamkare olmasini saglayan tiim (a, b, ¢) ti¢lilerini bulunuz.
Coziim: Cevap: Tiim n pozitif tam sayilar igin (a, b, ¢) = (2n, 2n, 2n).

Ilk olarak min(a,b,¢) = 1 durumunu inceleyelim. Genelligi bozmadan ¢ = 1 olsun. Bu durumda
3 — a? sayis1 tamkare olmalidir, ancak bu kosulu saglayan bir a pozitif tam sayisimin bulunmadig:
aciktir. Yani a,b,c > 1 olmaldir. 2% + a? — b = 22, 2° + b — 2 = 2 ve 2°+ ¢ — a? = 22 olsun.

Bu sayilarm iiciinii de toplarsaki 2% 4 2° +2¢ = 22 + 9% + 22 bulunur. a, b, ¢ > 2 oldugu icin, esitligin
sol tarafi 4 ile boliiniir, bu durumda 2% +1% + 22 de dorde boliinmelidir. Tamkarelerin 4 ile boliimiinden
halan 0 veya 1 oldugu icin, 2% + y* + 22 sayisiin dorde boliimnmesi igin 2% = y? = 22 = 0 (mod 4)
olmalidir. Béylece, z, y, z sayilarinin ticii de ¢ifttir ve a = b = ¢ = 0 (mod 2) bulunur. Béylece iki
durum bulunur.

(i) a, b, c tekse: a?, b?, ¢ sayilarimin 3’e boliimiinden kalanlar1 0 veya 1 olabilir, yani alabilecekleri iki
farklh deger vardir. Dolayisiyla, bu ti¢ sayidan ikisinin 3 ile boliimiinden kalan esgittir. Genelligi
bozmadan a* = b* (mod 3) olsun. Bu durumda, 2%+ a? — b* = 2 = 2 (mod 3) bulunur, yani bu
say1 tamkare olamaz. Dolayisiyla bu durumda sorudaki kogulu saglayan (a, b, ¢) ti¢liisii yoktur.

(ii) a, b, c giftse: Genelligi bozmadan bu sayilardan en biiyiigii a olsun. Eger a > b ise,
2 =20 4 g — B > 20 = (29/2)?
bulunur. x sayisi cift bir tamkare oldugu icin, z > 22 ise 2 > 2%/? + 2 olmahdir. Boylece
20 4 a? > 20 4 a2 — b2 = g% > (292 4 2)% = 20 4 29/2+2 | 4

bulunur. Ancak a > 8 icin 2%*2 + 4 > @? oldugu icin, bunun saglanmasi miimkiin degildir.
Boylece a < 6 olmalidir. Ancak bu durumda da b = 2,4 durumlarinda 2% + a? — b? tamkare
olmayacaktir.

Dolayisiyla @ = b olmahdir. Bu durumda b > ¢ olacag icin, benzer sekilde 2° + b — ¢? ifadesini
de incelersek b = ¢ bulunur. Boylece, sorudaki kogulu saglayan tek ¢oziimler a = b = ¢ olarak
bulunur ve ispat biter.



2. m ve n pozitif tam sayilar olmak tizere, m x n satrang tahtasi, bu tahtanin birim karelerinden
olugsan 1 x 2 ve 2 x 1 dikdortgenlerle, herhangi iki dikdortgen ortak birim kare icermeyecek sekilde
tamamen kaplanmigtir. 1 x 2 dikdortgenlerin kapladig: birim kareler kirmiziya, 2 x 1 dikdortgenlerin
kapladig1 birim kareler maviye boyaniyor. Bu satrang tahtasinda bir tarafi mavi bir tarafi kirmizi olan
birim kenarlarin sayisinin ¢ift oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bu tahtada 1 x 2 dikdortgenlerin kapladigi karelere 1, 2 x 1 dikdortgenlerin kapladigi
karelere —1 yazalim. Tahtanin kenarlari tizerinde olmayan her bir birim kenara ise, ait oldugu birim
karelerdeki sayilarin carpimini yazalim. Bu durumda, soruda istenen kosul —1 yazili birim kenar
sayisinin ¢ift olduguna denktir. O halde, bu birim kenarlardaki yazdigimiz tiim sayilarin ¢carpiminin 1
oldugunu gostermeliyiz.

Bu sayilarin tiimiintin ¢arpimini inceleyelim. Bu ¢arpimda kogedeki birim karelerde yazan sayilarin
kareleri, tahtanin kenarinda yer alip koge olmayan karelerde yazan sayilarin kiipii, diger birim karelerde
yazan sayilarin ise dordiincii kuvveti yer alir. Cift kuvveti alinan sayilarin bu c¢arpima katkist 1
oldugundan otiirii, tahtanin kenarinda yer alip koge olmayan karelerde yazan sayilarin ¢arpiminin 1
oldugunu gostermeliyiz. Dolayisiyla, tahtanin kenarlarinda yer alip kége olmayan mavi kare sayisinin
¢ift oldugunu gostermeliyiz.

--------------

En st satirdaki 1 x 2 dikdortgen sayisi a, en alt satirdaki 1 x 2 dikdortgen sayisi b, en sol stitundaki
2 x 1 dikdortgen sayisi ¢, en sag siitundaki 2 x 1 dikdortgen sayisi d ve kose birim karelerden mavi
olanlarin sayisi e olsun. O zaman sekilde gosterilen, kenarlardaki dort dikdortgende yazan —1 sayisi

(n—2a)+(n—2b)+2c+2d—2e=2n—a—b+c+d—e)
olur. Bu sayi cifttir, dolayisiyla ispat biter.

3. a ve b verilmig gercel sayilar olsun. Her z,y € R i¢in
fla+ f1%y) +a) =y + [ () +

kogulunu saglayan tiim f : R — R fonksiyonlarin1 bulunuz.

Not. k bir pozitif tam say olmak dizere, f¥(x) = f(f(--- f(z))) olarak tanimlanyor.

———
k kez

a—2b
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Iddia 1: Her k € Z* icin f*(z) fonksiyonu birebir ve értendir.

Coziim: Cevap: f(z) =z +



Ispat: y sayis1 degisirken soruda verilen denklemin sag tarafi herhangi bir gercel say1 degerini
alabilir. Bu durumda f fonksiyonu orten olur. Eger f(z1) = f(x2) ise, ana denklemde y = x; ve
Yy = o yazarsak x; = x5 elde edilir. Boylece f fonksiyonu birebir bulunur.

Iddiay1 k ftizerine tiimevarim uygulayarak gosterelim. & = 1 icin dogru oldugunu gosterdik.
E > 2 icin f¥! fonksiyonu birebir ve ortense, f* fonksiyonunun da birebir ve oérten oldugunu
gosterelim. Her y € R igin, ortenlikten dolay1 f*~1(z) = y olacak sekilde bir z sayisi, ve f(z) = z
olacak sekilde bir z sayist bulunur. Bu durumda f*(x) = y olur ve f fonksiyonu érten bulunur. Eger
f¥(xy) = f¥(xy) ise f fonksiyonu birebir oldugu icin f*~!(z;) = f¥~1(x) olur ve f*~! birebir oldugu
icin 1 = 5 bulunur, dolayisiyla f* fonksiyonu da birebir bulunur. [J

Iddia 2: Her x € R icin f2°24(z) — x sabittir.
Ispat. Ana denklemde y = —b koyalim. f fonksiyonu birebir oldugu icin her z € R i¢in
Jf—i-floo(—b) La= f2024<$)

gelir. Dolayisiyla f20%(x) — x = f199(=b) 4 a yani bir sabit say1 bulunur. [J

¢ = f1%(=b) + a olsun.

Iddia 3: Her x € R icin f1°'(x) — z sabittir.
Ispat. Ana denklemde z = —a koyalim. Her z € R icin
FoUy) =y + % (=a) +b
gelir. Dolayisiyla f10'(z) —z = f?°5(—a) + b yani bir sabit say1 bulunur. [J
d = f?9%(—a) + b olsun.
Iddia 4: Her x € R icin f(z) — z sabittir.

Proof. ebob(101,2024) = 1 oldugu i¢in 1 = 101u — 2024v olan u, v pozitif tam sayilar1 bulunur. Bu
durumda

F@)+ oo = fP(f() = FO) = o+ du

olur ve f(z) —x = du — cv, yani bir sabit say1 bulunur. [J

e = du — cv olsun. f(z) = z + e olur. Bu durumda f!%°(z) = z + 100e ve f**(z) = x + 2025¢
olur. Bunlar: soruda verilen denklemde yerine yazarsak x +y + 100e +a + e = y + x + 2025e + b olur.

a —_—
Yani e = —— bulunur ve ispat tamamlanir.

1924 e np
4. ay,ag, ..., a2 gergel sayilar olmak tizere, her 1 <14 < j < 2025 igin, birinci tahtaya 1 — |a; — a;
sayist, ikinci tahtaya |a; + a;| — 1 sayist yaziliyor. Hangi (aj, asg, - - - , asoes) 2025-lileri i¢in, her gercel

say1 her iki tahtaya da esit sayida yazilir?

Coziim: Cevap: = € [—1, 1] arahiginda bir gergel say1 olmak tizere (z,+£1,4+1,£1,...,+1) 2025—lisi
ve bu 2025—lilerin biitiin permiitasyonlari.



Tarif edilen formda olan bir (a;) 2025—lisi i¢in, 1 — |a; — a;j| = |a; + a;| — 1 esitligi her zaman
saglanir. Dolayisiyla, iki tahtaya da yazilan tiim sayilar aym olur.

Simdi, sorudaki kogulu saglayan tiim 2025—lilerin bu formda oldugunu gosterelim. Her iki tahta
i¢in, bu tahtalarda yazilan sayilari toplayalim.

l—lai—a| =) lai+a -1 = (lai — a;| + |a; + aj]) = 2025” — 2025

1<j 1<j 1<
elde edilir. Her z,y gercel say ikilisi i¢in
[z 4yl + |z -yl = 2max{|z], |y[}

ozdegligi saglanir. Bu 6zdegligi esitligin sol tarafinda kullanirsak

> (lai — ajl + la; + a;]) = >~ 2max{|ai], |a;|} = 2025 — 2025
1<j 1<J

20252 — 2025
elde edilir. Sol tarafta — tane terim bulundugu icin, bu sayilarin tamami 2 den kiigiik

olamaz. Boylece max{|a;|} > 1 olmaldur.

Genelligi bozmadan, |a;| = max{|a;|} diyelim. |a;| =14 a ve a > 0 olsun. Her 1 < i,j < 2025
i¢in, ikinci tahtada yazilan hicbir say1 —1 den kiigitk olamaz, boylece 1 —|a; —a;| > —1 ve |a; —a;| < 2
bulunur. Ote yandan, ilk tahtaya yazilan hichir say1 1 den biiyiik olamayacag icin la; +a;| —1<1ve
la; + aj| < 2 bulunur. Bu durumda, tiim j # ¢ indisleri i¢in |a;| < 1 — a olmahdir, aksi durumda ya
lay + a;| > 2 ya da |a; — a;j| > 2 saglanirdi. Ote yandan, bunu

> " 2max{|a], |a;|} = 2025% — 2025

1<j

esitliginde kullanirsak, i = 1 igin max{|a1],|aj]} = 1+ a ve i # 1 olan tiim ¢ < j ikilileri i¢in
max{|a;l,|a;|} <1—a oldugundan otiirii

2025 -2024 = > 2max{|a,], [a;|} < 4048(1 + a) + (20247 — 2024)(1 — a) = 2024(2025 — 2021a)

1<j

bulunur. Esitsizligin saglanmasi i¢in @ = 0 olmalidir, yani 1 = max{|a;|} bulunur. Aym zamanda,
yukaridaki esitligin saglanmasi i¢in 2max{|a;|, |a;|} = 1 her zaman saglanmaldir. Béylece, sorudaki
kosulu saglayan bir 2025—1i i¢in en az 2024 tane terimin mutlak degeri 1 olmalidir, ve geri kalan
terimin mutlak degeri en fazla 1 olmalidir. Bu da cevapta tarif edilen tiim 2025—lilere denktir ve
ispat tamamlanir.

5. Bir ABC fii¢geninde A, B, C' noktalarindan indirilen yiikseklik ayaklari sirasiyla D, E, F ve
diklik merkezi H olsun. H noktasindan gecen bir ¢ dogrusu FF, DF, DFE dogrulan ile sirasiyla
X, Y, Z noktalarinda kesigiyor. X BF ve XCFE figgenlerinin gevrel gemberlerinin ikinci kesigim
noktast Ay, YCD ve Y AF tiggenlerinin ¢evrel ¢gemberlerinin ikinci kesigim noktas1 By, ZAFE ve ZBD
tiggenlerinin g¢evrel ¢emberlerinin ikinci kesigim noktasi C olsun. Ay D, B1FE ve CyF dogrulariin
noktadag oldugunu gosteriniz.



T

Coziim: Diizlemdeki herhangi dogrusal olmayan Ay, By, Cy noktalar igin, (A¢ByCyp) ile AgByCy

iiggeninin ¢evrel gemberini gosterelim. AX dogrusu ile X BF ii¢geninin ¢evrel gemberinin ikinci kesigim

noktast A} olsun. X, A}, B, F noktalarinin ve B, C, E, F' noktalarinin gemberdegliginden dolay1
/XAB=/XFB=/ACB = A} € (ABC)

bulunur.

Benzer sekilde, AX dogrusu ile XC'F {iggeninin ¢evrel gemberinin ikinci kesigim noktasi da (ABC)
tizerinde bulunur. Béylece, AX dogrusunun ABC' {i¢geninin ¢evrel ¢emberini ikinci kez kestigi nokta,
hem (X BF) hem de (XCF) iizerinde bulunur. Dolayisiyla A] = A; olmalidir ve

Ay =AXN(XBF)=AXN(XCFE) € (ABC)
bulunur. Benzer sonug, B; ve C; noktalar: icin de gecerlidir
Simdi Ay D, B1E ve C1F dogrularmin (ABC') iizerinde kesistigini gosterelim.

A1DN(ABC) = {A,,T} olsun. A; noktasi (XBF) iizerinde oldugu i¢in, A noktasimn (X BF')
cemberine gore kuvveti, AA;.AX = AF.AB olur. B, D, H, F noktalar1 da ¢emberdes oldugu icin,
A noktasinin bu c¢embere gore de kuvvetini alirsak AA.AX = AF.AB = AH.AD olur. Boylece
X, Ay, H, D noktalar1 ¢embersel bulunur. Benzer sekilde X, By, H, E ve X,Cy,H,F de cembersel
bulunur

(AA;BC), (XA1HD) ve (BFHD) ¢embersellikleri kullanip ac1 tasiyarak

LOAT = LCA X — ZX AT = (180 — LABC) — LXHD = /FHD — /XHD = /FHX



elde edilir.

Ote yandan, X, C, H, F' cemberselliginden ve C, H, F' dogrusalligindan otiirii
/CCF=/CHZ =/FHX

elde edilir. Boylece ZOCF = ZCA;T bulunur. Dolayisiyla C1F' dogrusu (ABC) yi T noktasinda
kesmelidir ve 7" € C1 F bulunur. Benzer sekilde T" € By E bulunur, boylece A1 D, B1E, C1F dogrular
T noktasinda kesisirler ve ispat biter.

6. Iki tamkarenin toplami seklinde yazilabilen sayilarm kiimesi S olsun. Tam say1 katsayili bir P
polinomu, her n negatif olmayan tam sayisi i¢in

Pn)eS < neS

kogulunu sagliyorsa, P polinomunun derecesinin tek oldugunu gosteriniz.

Coziim: p bir asal say1 ve n bir tam say1 olmak iizere, v,(n) ile p sayisinin n sayisini bélen en biiyiik
kuvvetini gosterelim. Bir n pozitif tam sayisi ve p asal sayist igin, p = 3 (mod 4) ise ve v,(n) bir
tek sayiysa, p asali n sayisim bozar diyelim. Bir pozitif tam saymin S kiimesinde yer almasi i¢in
gerek ve yeter kogulun bu sayiy1 bozan bir asal say1 olmamasidir. Bunu ¢oztim boyunca tekrar tekrar
kullanacagiz.

P polinomunun sabit olmadigi, dolayisiyla P = 0 olmadigi aciktir. Boylece, bu polinom yeterince
biiyiik n tam sayilari i¢in S kiimesinden pozitif degerler alacaktir, dolayisiyla bag katsayisi pozitif
olmalidir. Boylece bir N tam sayist igin, her n > N degerinde P(n) > 1 olur.

Iddia 1: Bir ¢ asal sayisi P(m) sayisim bozarsa, m sayisin da bozar.

Ispat: P(m) sayisin1 bozan bir ¢ = 3 (mod 4) asal sayisin1 alalim. Bir & > 1 pozitif tam sayist igin
P(m) = ¢**7't ve (¢,t) = 1 olsun. Eger ¢ | m ise, Bezout Teoreminden dolay1 ¢ | m | P(m) — P(0)
oldugu igin ¢ | P(0) olur. Eger ¢ 1 m ise, (¢,m) = 1 ve (¢,4) = 1 oldugu igin, Dirichlet Teoremi ve
Cinli Kalan Teoreminden dolay1 p =1 (mod 4) ve p = m (mod ¢**) olan bir asal say1 bulunur. Béyle
bir p asal sayis1 alahm. Bezout Teoreminden dolay1, ¢** | p—m | P(p) — P(m) olur. v,(P(m)) = 2k—1
oldugu icin, v,(P(p)) = 2k — 1 olmahdir. Dolayisiyla, P(p) ¢ S ve boylece p ¢ S olmalidir. Ancak
p = 1 (mod 4) bir asal say1 oldugu igin p € S olur, sorudaki koguldan dolayr bu miimkiin degildir.
Dolayisiyla, ¢ | m olmahdir. OJ

Iddia 2: P(0) = 0 olmaldr.

Ispat: m ¢ S ve m > N bir pozitif tam say1 olsun. Sorudaki koguldan dolayi, P(m) sayisini
bozan bir ¢ = 3 (mod 4) asal sayis1 bulunmali. Iddia 1’den dolay, ¢ | m oldugunu biliyoruz. Bezout
Teoreminden dolay1 g | m | P(m) — P(0) ve ¢ | P(0) bulunur. m sayisii1 m = 3 (mod 4) formunda
herhangi bir asal say1 segersek, m sayisini bozan tek asal say1 kendisi oldugu i¢in ¢ = m bulunur.
Béylece, bu formdaki tiim asal sayilar P(0) sayisini boler. Bu formda sonsuz g¢oklukta asal sayi
bulundugu ve 0 diginda higbir say1 sonsuz ¢oklukta asal sayiya boliinemeyecegi i¢in P(0) = 0 bulunur.
O

Iddia 3: Bir p asal sayis1 m sayismi bozarsa, P(m) sayisim da bozar.



Ispat: Bir k pozitif tam sayisi icin m = p*~n ve (p,n) = 1 olsun. p asal sayisimn P(m) asal
sayisin1 bozmadigini varsayahm. Bir £ > 0 tam sayist igin P(m) = p*t ve (p,t) = 1 olsun. s > k, /¢
bir pozitif tam say1 ve A bir tam say1 olsun. Herhangi bir A pozitif tam sayist i¢cin P(m + p**A)
sayisina bakalm. P(m + p*A) = P(m) = p*t (mod p*) olur. Béylece v,(P(m + p**A)) = 20
bulunur. P(m + p**A) = p*B ve (B,p) = 1 olsun. Ote yandan, m + p>*A = p*~1(n 4 p>~2+14)
olur. Hem (n,p) = 1 hem de (p,4) = 1 oldugu igin, Dirichlet ve Cinli Kalan Teoreminden dolay1 ¢ = 1
(mod 4) ve ¢ = —n (mod p?*~2**1) kogullarimi saglayan sonsuz ¢oklukta asal say1 bulunur. A sayisini
n + p*~2k+1 A = ¢ bu kosullar saglayan bir asal say1 ve p?*~1¢q > N olacak sekilde secelim. Boylece,
P(p**~1q) = p*B olur. p*~1¢ ¢ S oldugundan ve sorudaki koguldan otiirii p**B ¢ S olmahdir. Bu
durumda p*B sayisii bozan bir r # p asal sayist bulunmalidir. Ancak, Iddia 1’den 6tiirit boyle bir
asal say1 p?*~1¢ sayisim da bozmalidir, yani 7 = p olmalidir. Bu da bir celiski oldugundan otiirii, m
say1sin1 bozan bir asal say1 P(m) saysini da bozmaldir. [

Bir @ polinomu ve r pozitif tam sayisi i¢in P(z) = 2"Q(x) ve Q(0) # 0 olsun. r ¢iftse @) polinomu
da sorudaki sart1 saglar. Ciinkii, bir pozitif tam sayiy1 tamkare bir sayiyla carpmak veya tamkare
bir sayiya bolmek S kiimesinde olma durumunu etkilemez. Fakat bu durumda Iddia 2’den dolay:
Q(0) = 0 olacaktir, dolaysiyla r tek say1 olmahdir. P(z) sayisim bozan tiim asallar ve x sayisini
bozan asallar birebir aym oldugu i¢in, yeterince biiyiik tiim x pozitif tam sayilar: igin Q(x) polinomu
S kiimesinden degerler almahidir. Aym zamanda bir z tam sayist igin |Q(x)| sayisimn da S kiimesinde
yer almahdir. Ciinkii, bir p = 3 (mod 4) asal sayis1 i¢in v,(|Q(n)|) = 2k — 1 olsaydi, tiim A pozitif
tam sayilar igin v,(Q(n + p**A)) = 2k — 1 olurdu, ancak A sayismi n + p?* A sayis1 pozitif olacak
kadar biiyiik secersek, Q(n + p**A) ¢ S bulunurdu, fakat bunun dogru olmadigim biliyoruz.

Simdi @ polinomunun derecesinin c¢ift oldugunu gosterip soruyu bitirelim. () polinomunun
derecesinin tek oldugunu varsayalim. Boylece, ) polinomu yeterince biiytik tiim pozitif sayilar icin
pozitif, ve yeterince biiyiik tiim negatif sayilar icin negatif degerler alir. Yeterince biiyiik bir n tam
sayist i¢in Q(n) = 2% ve t pozitif tek tam say1 olsun. 2% € S oldugu i¢in t = 1 (mod 4) olmalidur.
Bu durumda, yeterince biiyiik tiim m pozitif tam sayilar icin Q(n — 2%t?m) sayis1 negatif olur.
Ayrica, Q(n — 2°72m) = Q(n) = 2% (mod 2°2) oldugundan 6tiirii bir s negatif tek tam sayisi icin
Q(n — 2°72m) = 2% olmahdir. Bezout Teoreminden dolay1 272 | Q(n) — Q(n — 2%2m) = 2%(t — s)
olur, yani 4 | t — s bulunur ve s = 1 (mod 4) bulunur. Ancak bu durumda, |Q(n — 2%2m)| = 2%(—s)
olur ve —s = 3 (mod 4) oldugu igin —s € Z* sayisin bozan bir asal say1 bulunur. Ancak bu durumun
gerceklesemeyecegini gostermistir.  Dolayisiyla, bu bir celigkidir ve ) polinomunun derecesi cift
olmalidir. Boylece P polinomunun derecesi tek olur ve ispat tamamlanir.



