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31. Ulusal Bilim Olimpiyatlar1 Birinci Asama Siavi - Matematik A

o~

1. s(B) = 90° olan bir ABC ii¢geninde [AB] kenarinin orta noktasi M olmak
tizere, M den AC ye gizilen dikmenin BC' ile kesigimi N olsun. |[BN| = 8
ve |[CN| =17 ise, |M N| kagtir?

a) 10 b) 13 ¢) 15 d) 17 e) Hicbiri

Cevap: 10. |AM| = |BM| = x dersek, BMN ~ BCA kullanilarak
|BC| oz

2r  |BN|
tiggeninde Pisagor teoreminden |M N| = 10 bulunur.

olup, 222 = 9 - 8 ve dolaywisiyla # = 6 bulunur. BMN

2 2 . e qee o e v
2. 3P TPl L 7P HL gavisimin p ile boliinmesini saglayan kag tane p asal sayisi
vardir?

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 ¢) 6

Cevap: 3. p # 3,7 oldugu bariz, p modunda bakarsak kuvvetlerin ikisi de
p — 1 modunda 3 oldugu igin Fermat teoreminden p|33 + 7% = 370 = 2-5- 37
gelir. p'nin alabilecegi degerler yalnizca bu tigii olabilir.

3. = bir gergel say1 olmak tzere, 4 4+ 7% 4+ 8% 4 10” 4+ 14% + 15 = 17" + 19”
denklemini saglayan ka¢ tane x sayisi vardir?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Sonsuz goklukta
Cevap: 1. Her tarafi 17* ile bolersek, denklem <i>x + (1)50 + <§>x +
bt ’ 17 17 17

10\* 14\* 15\* 19\*, . . ..
<17) + (17> + (17) =1+ <17) haline gelir. Sol taraf x’in azalan
bir fonksiyonu ve sag taraf da z’in artan bir fonksiyonu oldugu icin, bu
iki fonksiyon en fazla bir noktada kesigebilir. x = 0 durumunda da sol
taraf daha biiyiik, x ¢ok biiylikken de sag taraf daha biiyiik oldugu icin ara

deger teoreminden dolay1 ortadaki bir degerde bir kok bulunmak zorundadir.

4. 31 kigiden olugan bir siifta, 4 6grenci igeren her grubun iginde kendisi
digindaki diger 3 ogrenciyle arkadas olan en az bir 6grenci bulunuyor. Buna
gore bu smifta kendisi digindaki tiim 6grencilerle arkadag olan 6grenci sayisi
en az kag olabilir?
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Cevap: 28. Bu smifta kendisi digindaki tiim ogrencilerle arkadag olan
ogrenci sayist N olsun. Simifta herkes arkadagsa N = 31 olur. A ve B
ogrencileri arkadag olmasin. Kalan 29 6grenciden arkadas olmayan C' ve D
bulunuyorsa, A, B, C, D dortliisii kogulu saglamaz. O halde kalan 29 kigiden
herhangi ikisi arkadagtir. Hem A hem de B kalan 29 Ogrencinin hepsi ile
arkadagsa N = 29 olur. Genelligi bozmadan A bir C' # B 0Ogrencisi ile
arkadas olmasin. Bu durumda A, B, C' digindaki her D o6grencisi herkesle
arkadas olmak zorundadir. Sonug olarak cevap 28 olur.

: m(E) > m(a) olan bir ABC liggeninde A kogesine ait i¢ aglortay ve dig
aclortay uzunluklari birbirine esit ise, 2 - A+3.-B+C ka¢ derecedir?

a) 360° b) 420° ¢) 540° d) 630° e) Hicbiri

Cevap: 450°. Icaciortay ve digaciortay birbirlerine dik olduklar icin,
BC dogrusu ile olusturduklarn ti¢genin diger agilari 45° olmahdir, bu

~ ~ ~ A
durumda m(B) > m(C) kullanarak, C' + — = 45° ve dolayisiyla

2
C a dersek, A = 90 — 2a ve B = 90 4+ « bulunur. Dolayisiyla,
2

E+3-7§+6=2(90—2a)+3(90°+a)+a=4500 olur.

. (3m~+4n)(4m+3n) = 3% egitligini saglayan kag (m, n) tam sayi ikilisi vardir?
a) 44 b) 64 ¢) 88 d) 128 ¢) Hicbiri
Cevap: 44. Iki saymm toplam 7 ile bolinmelidir, dolayisiyla bu iki say

(mod 7)’de birbirlerinin tersi olmalidir. 3m + 4n = a, 4m + 3n = b dersek

b
bu iki ifadeyi toplayimnca m +n = ot , m—n = b— a gelir ve toplam

7 ile boliinen her a, b ikilisi icin bir m, n bulunabilecegi goriiliir. 3% = —1

(mod 7) oldugu i¢in, soldaki garpanlar (mod 7)’de +1 olmak durumundadur,
yani 3m + 4n = £33 4m + 3n = £3% ve x +y = 21 olmahdir, 2,y > 0
olmasi gerekecegi i¢in de bunu saglayan da toplam 44 tane (x, y) ikilisi vardir.

. x bir pozitif gercel say1 olmak tizere |z%| + |z| seklinde yazilamayan
2023’ten kiiclik kag tane pozitif tam say1 vardir?

a) 1 b) 12 c) 22 d) 44 e) 90
Cevap: 44. Bir a pozitif tam sayisi i¢in, x € [a — 1,a) ise |22| + |z] sayisi

[a*> — a,a? + a) arahginda a® + a — 1 haric tiim degerleri alabilir. 2023’ten
kiigiikk ve bu formda yazilabilen sayilar ise a € {1,2,...,44} i¢in gelecektir
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ve 44 tanedir.

. Bir yuvarlak masa etrafina oturmusg 31 ogrenciden iigii, secilen herhangi

iki 0grenci arasinda en az 4 6grenci bulunmasi kosuluyla ka¢ farkl sekilde
secilebilir?

a) 1450 b) 1471 c) 1512 d) 1543 e) 1581
Cevap: 1581. Ogrencileri saat yoniinde 1,2,...,31 sayilanyla
numaralandiralim. 1. 06grenci secilmig olsun. Bu durumda 2., 3., 4.,
5., 28., 29., 30. ve 31. oOgrenciler secilmeyecek. 1. ogrenciden sonra saat
yoniinde secilen ilk 6grenci 6. ogrenci olursa, secilen son 6grenci igin 17
segenek, 7. ogrenci olursa, secilen son 6grenci i¢in 16 secenek, . . . | 22
ogrenci olursa, secilen son ogrenci i¢in 1 segenek bulunacaktir. Buna gore,
toplam 17 + 16 + --- + 1 = 17 - 9 = 153 segenek elde edilir. Secilen her

- 31
533 = 1581 olur.

ogrenci ticliisu 3 kez sayilacagina gore, cevap

. O merkezli bir ¢gember iizerinde alinan A ve B noktalar i¢in m(/TO\B ) =90°

dir. Cemberin kiigiik AB yay1 iizerinde alinan bir C' noktasi ve [OB]|
tizerinde aliman bir D noktasi i¢in m(ACD) = 90° dir. |AC| = 30,
|CD| = 16 ise, | BD| uzunlugu kagtir?

a) V66 b) 2v/34 c) 3v/34 d) 21/66 e) Hicbiri

Cevap:  2v/34. Oncelikle ACD iicgeninde Pisagor teoreminden
|AD| = 34 bulunur. CD dogrusunun gemberle ikinci kesigimine F
dersek, m(A/C’TT ) = 90° oldugundan [AF] cap olur, dolayisiyla A, O, F
dogrudagtir. ADF' ftiggeninde OD L AF ve |AO| = |OF| oldugundan
|DF| = |AD| = 34 olur. Buradan |CF| = |CD|+ |DF| = 50 olup ACF ve
AOD figgenlerinde Pisagor teoreminden |AF| = 10v/34, |[AO| = 5v/34 ve
|OD| = 3v/34 olup, |BD| = |OB| — |OD| = 2v/34 olur.

2" + 3" 4 5" sayisinin 100 ile tam boliinmesini saglayan 2023 ten kiiciik kac
n pozitif tam sayis1 vardir?

a) 50 b) 101 ¢) 150 d) 202 e) 251

Cevap: 202. 2"+3"+5" =0 (mod 25) olabilmesi igin n > 2 ve (2/3)" = —

(mod 25) olmas1 gerekir. Bu ise 2/3 = 9 (mod 25), 9° = —1 (mod 25)
ve ¢(25) = 20 oldugundan 9 un 25 modundaki derecesinin 10 ve n = 5
(mod 10) oldugunu gosterir. n > 1 tek say1 oldugundan 2™ + 3" 4 5™ sayisi
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4 ile boliintir. 2023 ten kiigiik olup 10k + 5 formunda olan 202 tane pozitif
tam say1 vardir.

ai,Qz,...,a3 dizisi a; = 3l ve her n = 1,2,...,30 degeri igin
(n+2)a,, = na,; olarak tamimlanmigtir. Buna gore, a;+as+- - -+ag; kagtir?
a) 176 b) 179 c) 181 d) 187 e) 192
Cevap: 176. 3a; = ag, 4ay = 2a3, . . . , 32a3 = 30a3
esitliklerini taraf tarafa toplarsak ay; + as + -+ 4+ azg = 10a3
gelir.  Buna gore, a; + as + --- + az;1 = 1lag; olur. Diger taraftan
32 32 31 _ 32 31 30 20 4 3 @
@31 = 30430 = 35 29 @29 = """ = 3029 28 27 T2 1 M T a; = 16

olduguna gore, cevap 11 -16 = 176 olur

Bir siraya dizilmig 7 topun her biri kirmizi, mavi ve siyah renklerden birine,
yan yana iki siyah top olmayacak sekilde ka¢ farkli bicimde boyanabiir?

a) 1128 b) 1158 c) 1186 d) 1224 ¢) 1296

Cevap: 1224. n topun kosullara uygun sekilde boyanma sayisi f(n)
olsun. Buna gore, f(1) = 3 ve f(2) = 8 olur. Kogullara uygun
boyanmig ve en sagdaki topun siyah oldugu boyamalarda sagdan ikinci
top siyah olamaz. Bu tiir boyamalarin sayis1 2f(n — 2)’dir. Kogullara
uygun boyanmig ve en sagdaki topun siyah olmadigi boyamalarda
en sag top ya kirmizi ya da mavidir. Bu tiir boyamalarin sayisi
2f(n — 1)’dir.  Sonug olarak f(n) = 2(f(n — 1) + f(n — 2)) olur.
Demek ki f(3) = 22, f(4) = 60, f(5) = 164, f(6) = 448 ve f(7) = 1224.

Bir kenarmin uzunlugu 6 olan ABCD Xkaresinin [BC| kenari iizerinde
|BE| = 4 olan bir E noktas1 alimyor. DENAB ={K} ve AENDC = {L}
olmak iizere, KK L ii¢geninin ¢evrel ¢cemberinin yaricapi nedir?

13v/10 813

a) 5 b) 6 c)9 d) 3 e) Higbiri
13v1
Cevap: 3\/_0. ABE ~ ECL benzerliginden dolay1 |CL| = 3,
DCE ~ KBE benzerliginden dolay:1 | BK| = 12 bulunur. ADK L yamugunu
e Alan(ABCD)
diigiiniirsek, Alan(EKL) = Alan(AED) = —5 = 18 bulunur.

Diger taraftan, Pisagor teoremlerinden |EL| = /13, |[EK| = 4410,
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3-4-13v/10
————— Ve

|KL| = 3v/13 olup, iicgende alan formiiliinden dolay1 18 = 1R

1310
6

R = bulunur.

a® + 4a*b — 3ab* — 18b% = 2023 esitligini saglayan kag (a,b) tam say1 ikilisi
vardir?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Cevap: 1. Verilen esitligin sol tarafini

a® — 8b® 4 4a*b — 3ab* — 10b°

(a — 2b)(a® + 2ab + 4b*) + b(a — 2b)(4a + 5b)
(a — 2b)(a® + 6ab + 9b%)

(a — 2b)(a + 3b)?

seklinde yazabiliriz. a = 2b 4 k dersek, k£ bir pozitif tam say1 olur. Yerine
koyarsak k - (5b + k)* = 2023 olur. 2023 = 7 - 17% oldugundan sadece k = 7,
bb + k = 17 olabilir. Buradan (a,b) = (11, 2) olup tek ¢oziim gelir.

x ve y gercel sayilar olmak tizere, 22 — xy +y* — x — 2y ifadesinin alabilecegi
en kiigiik deger nedir?

a) —3 b) —— c) —2 d) —= e) Higbiri

7 .
Cevap: —3 Ifadeyi 2 ile garpip (x — y)* + (z — 1)* + (y — 2)? — 5 olarak

gruplayabiliriz. « =2 -y, b=y —x,¢c =x —1derseka+b+c =1

b 2 1 14
w = 3 olur ve ifadenin minimumu ——

bulunur, sorudaki ifade i¢in de minimum bunun yarisi olan -3 olur. z = —,

3

oldugu icin a? + b +c* >

Qo

5
Yy = 3 icin de bu minimum elde edilir.

7 kisilik bir grup icinde baz tokalagmalar olmustur. Tam olarak 1 kisiyle
tokalagan kisi sayis1 1, tam olarak 2 kisi ile tokalagan kisi sayist 2 ve tam
olarak 3 kisi ile tokalagan kisi sayist 3'tliir. Buna gore, toplam tokalagma
sayisinin alabilecegi kag farkl deger vardir?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) Higbiri
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Cevap: 3. Bu 1+ 2+ 3 = 6 kisi digindaki kiginin tokalastigi kisi sayis1 &
olsun. Toplam tokalagsma sayisinin 2 kat1 1 +2+24+3+3+3+k=14+k
olacagi icin k ¢ift olmali. Ayrica k # 2 oldugu i¢in k’nin alabilecegi degerler
0,4 ve 6’dir. Bu durumlarin her biri mimkiindiir ve toplam tokalagma
sayist 7, 9 ve 10 olabilir.

|AB| =6, |AC| =8, |BC| = 10 olan bir ABC' iiggeni veriliyor. Bu ii¢ggenin
gevrel cemberinde A noktasini icermeyen BC' yayinin orta noktasi D olsun.

Cevrel cembere D noktasinda teget olan dogrunun AB dogrusuyla kesistigi
nokta F ise, |[ED| uzunlugu nedir?

36
)

28 35

a) 8 b) ¢) 9 d) 5 ¢) 4

35
Cevap: 1 BC' kenarmin orta noktast O olsun, ABC' dik iiggen oldugu

icin gevrel gemberin merkezi O noktasi olur. Ayni zamanda tegetlikten
OD 1 ED ve D orta nokta oldugu i¢gin OD 1 BC elde edilir. B
noktasimndan E'D dogrusuna cizilen dikmenin ayagina F' dersek, |BC| = 10
oldugundan OBFD dortgeni bir kenar uzunlugu 5 olan bir kare olur.

BEF iiggeni bir dik tiggen ve m(@) = 90° — m(@) oldugu igin

EF EF BA 3
ABC ~ FEB bulunur. Bu benzerlikten, :BFI = | i | = :BC|| - 1
15 15 35
[EF| = = olup |[ED| = |[EF|+|FD| = -~ +5 = = elde edilir.

ve

p bir asal say1, n < p bir pozitif tam say1 olmak iizere,
PPndFnt it 7

sartini saglayan kag (n, p) ikilisi vardir?
a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e)b

Cevap: 4. Sartlan saglayan ikililer (n,p) = (1, 3),(2,3),(6,7), (10, 13) dir.
e+t +mP+ i+ n+T=m+1D0*—n+1)N*>+n+7) ven >1
icinn+1<n?-n+1< n* < p? oldugundan p? | n*> + n + 7 veya
n+1,n%2 —n+ 1,n% + n + 7 sayllarmm ikisi p ile boliiniir. n > 6 icin
pPP>m+1)?>n +n+Tolur. p|n+1,p|n?—n+1licn (n,p) = (2,3),
pln+1, p|n*+n+T7ign (n,p) = (6,7) vep|n* —n+1,p|n*+n+7
i¢cin de (n,p) = (10,13) elde ederiz. n < 6 durumu incelenirse sadece
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(n,p) = (1, 3) igin ¢oziim geldigi goriiliir.

k # —1 ve { verilmig gergel sayilar olsun. zf_l + y—yF? + zj—3 =1

egitliginde x = k iken yz = £ olmak zorunda ise, k + ¢ kagtir?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 6

Cevap: 6. k = 0,/ = 6 icin Onerme saglanir. Esitligi diizenlersek

: +?/;)z 6+ 3) _ _fl elde ederiz. Yani x = 0 iken yz = 6 olur. k # 0
Yy z T

iken t = T # 0 oldugunda t # 1 iken [(t — 1)y + 2t][(t — 1)z + 3t] = 6

ve t = 1 iken 3y + 2z = —12 elde ederiz. Her iki durumda ¢t # 0 iken yz
ifadesinin birden fazla farkl deger almasi kolayca saglanabilir.

Ox1%2%3x%---%30 %31 ifadesindeki 31 tane % isaretinin her birinin yerine
+ ya da — isareti yazarak kag farkl pozitif tam say1 elde edilebilir?

a) 224 b) 248 c) 312 d) 368 c) 496

Cevap: 248. Her = yerine + yazarsak 496 sayisi elde edilir. Ifadede
tam olarak 16 tane tek say1 oldugu icin sonug her zaman bir cift sayi
olacaktir. 497°den kiigiik tiim c¢ift pozitif tam sayilarin elde edilebilecegini
gosterelim. 2n elde ediliyorsa 2n — 2’nin de elde edilebilecegini gosterelim.
2n gosteriminde 1 in igareti + ise — yapabiliriz. 1’in igareti — ve 2'nin igareti
+ ise her iki igareti degigtirebiliriz. 2'nin igareti — ve 3’in igareti + ise her
iki isareti degistirebiliriz. 2n gosteriminde tiim isaretler eksi olamayacagina
gore, benzer sekilde devam ederek 2n — 2 sayisinm elde edibiliriz.

Bir ABC {iggeninin [BC|] kenar tizerinde kogelerden farkh bir D noktast

D —— .
alimiyor. |AB| = |AD|, :gDI 3 +2v3, m(ACB) = 15° ise, m(ABC)
kactir?

a) 75° b) 60° c) 45° d) 30° e) Hicbiri

Cevap: 75°. BAD ikizkenar iiggeninde A dan inen yiikseklik ayagi F olsun.
B agis1 dar bir ag1 oldugundan A agist 15° den biiyiiktiir, dolayisiyla [BC|

tizerinde m(C'AF) = 15° gartim saglayan F' noktasimi alabiliriz. Buradan
|CF| = |AF| ve AEF {iggeninin agilar1 30° —60° —90° olup, |AE| = y dersek
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|EF| = y\/§ ve |CF| = |AF| = 2y olur. |BD| = 2z dersek,
|CD| = |FC|+|EF| - |DE| = (2+V3)y — =

ICD| 2+ V3)y—=
|BD| 2
y = (2 + v/3)x elde ederiz. Buradan,

|FB| = |EF| + |BE| = yV/3 + 1z =2y = |CF| = |AF|

buluruz. Dolayisiyla 3 + 2v/3 = olup, diizenlersek

olup, stiper tigliidden m(B/A\C ) = 90° ve dolayisiyla m(/TB\C ) = 75° bulunur.

p ve q asal sayilar olmak tizere,
g
1+p+gq
ifadesi {1,2,3,...,31} degerlerinden kag tanesine esit olabilir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e) Higbiri

Cevap: 5. p ve q asal sayilar oldugundan p+q+1 € {1,7,p,q, 7p, 7q, pq, Tpq}
olabilir. p ve ¢ negatif olamayacagindan p + ¢+ 1 ¢ {1,p,q} goriilebilir.
p+q+1="7ise p=q = 3 olup ifade 9 olur. Genelligi bozmadan p > ¢
varsayallim. g # 2ise, p+q+1 < 2p+ 1 < 3p < pg < Tpq oldugundan
p+q+1¢€{pqg,Tpq} olamaz. ¢ =2 ve p+q+1 € {pqg,7pq} olmasi sadece
p = 3 iken olabilir, bu durumda ifade 7 olur. p+ ¢+ 1 € {7p,7q} ise p > ¢
pq
1+p+gq
olacagi i¢in 6g — 1 < 31 ve ¢ € {2,3,5}, p € {11,17,29} olur. Verilen ifade
{7,9,11,17,29} degerlerini alabilir.

oldugundan p = 6¢g — 1 bulunur. Bu durumda =p==06qg—1

2? =4y +1, y* = 2* + 1 denklem sisteminin gergel sayilarda kag farkh (z,y)
¢oziim ikilisi bulunur?

a) 0 b) 1 ¢) 2 d) 3 e) 4

Cevap: 2. Verilen denklemlerden 16y? = (22 — 1)2 = 16(2® + 1)
elde ederiz. = —1 iken y = 0 olur ve esitlikler saglanir. * # —1 igin
(z+1)(x—1)*> = 16(2*—2+1) ve buradan da Q(z) = 2*—172*4+15x—15 =0
buluruz. @Q(16) = —31,Q(17) = 240 oldugundan bir 16 < z, < 17 i¢in
Q(rg) = 0 olur. Bu zg igin yo = (22 — 1)/4 alirsak esitlikler saglanir. Ote
yandan @(z) polinomunun bagka gercel kokii yoktur ¢iinkii aksi halde fig
kok de gergel olmahdir ve Q(z) ifadesinde tek dereceli iislerin katsayilari
pozitif ve cift dereceli iislerin katsayilari negatif oldugundan ti¢ kok de
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pozitif olur. Ancak Vieta teoreminden koklerin ikili ¢arpimlar: toplami 15
ve kokler garpimi da 15 olamaz. (AGO dan geligki gelir.) Yani toplam 2
farkl ¢oziim ikilisi bulunur.

Baglangicta 1,2, 3,4, 5,6 sayilarinin yazili oldugu bir tahtada Ash bir oyun
oynuyor. Ash her hamlesinde tahtadan 6nce bir a sayisi sonra da bir b
say1s1 seciyor. z? — ax + b polinomunun iki kokii de pozitif tam sayiysa, Ash
a ve b sayilarim silip yerine bu polinomun iki kokiinii yazmaktadir. Asl,
sonlu sayida hamle sonucunda tahtadaki sayilarin ¢carpimini 14, 16, 20, 24, 32
sayilarindan kag¢ tanesini yapabilir?

a) 1 b) 2 c)3 d) 4 e) b

Cevap: 3. Her hamlede tahtadaki sayilarin ¢arpimi ab yerine b oldugu igin,
her hamle sonunda tahtadaki sayilarin ¢arpimi 6! = 720 sayisini1 bolmeli,
dolayisiyla 14 ve 32 yazilamaz. Simdi diger 3 sayinin yazilabilecegini
gosterelim:

(5,6) yerine (2,3) ve iki defa (3,2) yerine (1,2) yazarak 16;

(6,5) yerine (5,1), (3,2) yerine (1,2) ve (2,1) yerine (1, 1) yazarak 20;
(5,4) yerine (4,1), (3,2) yerine (1,2) ve (2,1) yerine (1,1) yazarak 24 elde
edilebilir.

m(E‘l\C) = 90° olan bir ABC iiggeninde A noktasindan BC' kenarina inen
dikmenin ayag D ve [AD] nin orta noktast £ olsun. m(BEC) = 120° ise,

|BC|

——— kactir?
|AD| <

a) 2 b) ¥

3v/3
Cevap: Tf |AE| = |ED| = =z, |BD| = y, |CD| = = diyelim. BED,

CED, ABD iiggenlerinde Pisagor teoreminden |BE| = /22 + y?, |CE| =
Va2 + 22, |AB| = /422 4 32 olur. Diger taraftan, ABC iicgeninde Oklid
teoreminden |AB| = \/y(y + z) dir, dolaysiyla 422 = yz bulunur. BEC
iiggeninde Kosiniis teoreminden

(22 + %) + (22 + %) + \/(:c2 +92) (22 + 22) = (y + 2)?

19
olup, 22 = % i yerine koydugumuzda y? + 2? = % buluruz. Buradan,

|BC| _y+z  VyP+22+2yz 2T 3v/3 N
|AD| 2z JUZ V42 '
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31. Ulusal Bilim Olimpiyatlar1 Birinci Asama Siavi - Matematik A

f:A{1,2,...,30} — {1,2,...,30} birebir bir fonksiyon olmak iizere, en fazla
ka¢ tane 1 < a < 30 tam sayist i¢gin f(1)f(2)... f(a) + 1 sayist 31 ile tam
boltinitir?

a) 14 b) 15 c) 16 d) 29 e) 30

Cevap: 16. Genel olarak bir p tek asal sayisi i¢in cevabin b oldugunu

gosterelim. g(a) = f(1)f(2)... f(a) + 1 diyelim. Bir a sayisi i¢in p|g(a) ve
plg(a+1) olursa p|g(a+1) —g(a) ve dolayisiyla f(a+1) =1 (mod p) olmal.
Yani ardigik tiim ikililere bakarsak, en fazla bir tane ikili i¢in iki say1 birden

1 ..
p’ye boliinebilir, dolayisiyla en fazla pt say1 bu gart1 saglayabilir. Ornek

1
icin de f(1) = p— 1, f(2) = 1 ile baglayip kalan sayilar f(2k — 1) = 728
(mod p) seklinde gruplayabiliriz. Dolayisiyla a =1,2,4...,p— 1 igin p|g(a)
olur.

x,y, z pozitif gercel sayilar

r+y+z2z=10
V36 — 22 + /49 — 32 + V169 — 22 = 24

xz
denklemlerini sagliyorsa, — agagidakilerden hangisidir?
Yy

30

2 b) 5 ¢) 6 a) & 19

8 ° 3
30
Cevap: - Kenar uzunluklar z,v/36 — 22,6 olan AB;C; dik ti¢genini,

Y, /49 — y2,7 olan C1ByC5y dik tlicgenini ve z,4/169 — 22,13 olan CyB3C'
dik tli¢ggenini z,y, z kenarlar1 ayn1 dogrultuda olacak sekilde ug uca gizelim.
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31. Ulusal Bilim Olimpiyatlar1 Birinci Asama Siavi - Matematik A

AB; ve CBj kenarlarini uzatip kesistikleri noktaya B dersek, ABC' de
bir dik tc¢gen olur ve dik kenarlari 10 ile 24 oldugu icin hipoteniisi
AC =26=6+T7+13 = AC, + C1Cy + Cy,C olur, dolayisiyla bu 3 iiggendeki
hipotentisler de ayni dogru tizerindedir ve kiigiik ticgenlerin kenarlar1 biiytik

30 35
iiggenlere paraleldir. Buradan benzerlik oranlarini yazarak x = EL Yy = 3
30
2 = 5 ve son olarak —= = - bulunur.
)

Bir masa tizerinde k, m ve n bilye iceren ii¢ ébek bulunuyor. Iki oyuncu
sirayla hamle yaparak bir oyun oynuyorlar. Sirasi gelen oyuncu masa
iizerindeki obeklerden istedigi ikisini seciyor ve bu iki obegin daha az
bilye igereninden daha fazla bilye icerenine istedigi bir pozitif tam say:
adedince bilyeyi aktariyor (segilen &beklerde bilye sayilari egitse bilyeler
obeklerin herhangi birinden aktariliyor). Hamle yapamayan oyuncu oyunu
kaybediyor. Oyun (k,m,n) = (9,9,21), (11,11,11), (9,10,31), (8,16,24) ve
(9,22,22) igin birer kez oynanirsa, oyuna baglayan oyuncu bu oyunlardan
kagini kazanmay1 garantileyebilir?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e)b

Cevap: 3. a < b olmak iizere, kendi hamlesi sonucunda durumu (a,a,b)
haline getiren oyuncu her zaman kendi hamlesi sonucunda durumu yine
benzer hale getirerek oyunu kazanmay1 garantileyebilir. Sonug olarak birinci
oyuncu oyunu (9,10,31), (8,16,24) ve (9,22,22) durumlarinda kazanmay1
garantileyebilir.

Bir kenar uzunlugu 50 olan ABC'D Xkaresinin i¢ bolgesinde bir I' gemberi
giziliyor. A ve B den I' cemberine c¢izilen tegetlerin uzunluklar1 40, C' den
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31. Ulusal Bilim Olimpiyatlar1 Birinci Asama Siavi - Matematik A

I' cemberine ¢izilen tegetin uzunlugu 30 ise, I' cemberinin yaricap: kagtir?
a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) Higbiri

Cevap: 7. I' cemberinin merkezi O, yaricapt R olsun. A ve B noktalarini I’
cemberine gore kuvvetinden |OA|? = R?+40% = |OB|? olup, O noktasi [AB]|
nin orta dikmesi iizerindedir. Yine kuvvetten |OC|?> = R? + 30? oldugunu
biliyoruz. O dan BC' ye inen dikme ayagina E dersek, |OE| = 50/2 = 25
buluruz. Pisagor teoreminden |OB|* — |BE|? = 625 = |OC|? — |CE|* dir.
Dolayisiyla,

R? +1600 — |BE|* = 625 = R? + 900 — |CE|?
ve |BE| + |CE| = 50 buluruz. Buradan,
|BE|* —|CE|*> 700

BE| - |CE| = = =14
IBEI=|CE| = TpprcE ~ 50
olup |BE| = 32 ve |CE| = 18 buluruz. Dolayisiyla
BE|? E?)-(1
o _ (BEP+ICE[?) — (1600 +900) oo

2
olup R = 7 olur.

11422 433 444 + ... + (313 sayismin 31 ile béliimiinden kalan nedir?
a) 0 b) 1 ¢) 15 d) 16 e) 30

Cevap: 30. Bir p asali icin ¢ozelim, her ardisik p? — p terimde alt tarafin
(mod p) degeri ve tst tarafin (mod p — 1) degeri olasi tiim ikilileri
tarayacaktir. 1+a+...aP 2 toplami da a = 1 icin —1, kalan tiim degerlerde
0 olacagi i¢in her ardigik p* — p terimin toplami (mod p)’de —1 olacaktir.
pl = (p? — p)(p — 2)! oldugu icin de tiim toplamimn (mod p)’deki degeri
—(p —2)! = —1 olacaktir.

(zy +2)* +10(z +y) + 21 = 2(2° + ¢y*) + 5(2* + ¢?)
esitligini saglayan x ve y gercel sayilar icin, 22 + y? en az kactir?
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) Higbiri

Cevap: 4. Esitligi diizenledigimizde (22 — 2y — 5)(y? — 22 — 5) = 0 olur.
Genelligi bozmadan 2? = 2y+5 varsayalim, 22 +5? = y?+2y+5 = (y+1)2+4
bulunur. Dolayisiyla, 22 + y2 en az 4 olabilir. z = /3 ve y = —1 icin esitlik
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31. Ulusal Bilim Olimpiyatlar1 Birinci Asama Siavi - Matematik A

saglanir.

32 x 31 bir tahtanin tiim birim karelerine farkli birer gercel say1 yazilmigtir.
Bir birim karedeki sayi, bu birim kareyle en az bir ortak kodse paylasan
birim karelerdeki sayilarin en fazla birinden kiigiikse bu birim kareye o6zel
birim kare diyelim. Ozel birim kare sayist en fazla kag olabilir?

a) 480 b) 488 ¢) 496 d) 505 e) 512

Cevap: 512. Birim karelerden olusan her 2 x 2 karede en fazla iki ozel
birim kare olabilir. 32 x 30 tahtayi, herhangi ikisinin ortak birim karesi
bulunmayan 16 - 15 = 240 tane 2 x 2 kareye ayiralim. Buna gore, en sag
siitun hari¢ tahtanin tlizerinde en fazla 2 - 16 - 15 = 480 tane ve biitiin
tahtanin tizerinde en fazla 480 4+ 32 = 512 06zel birim kare olabilir. Simdi
de 512 0zel birim kare i¢in bir 6érnek verelim. Tahtanin siitunlarini soldan
saga dogru numaralandiralim ve tek numarali siitunlarin birim karelerine
asagidan yukariya dogru artan sirayla pozitif sayilar, kalan birim karelerin

hepsine negatif sayilar yazalim. Bu durumda itizerinde pozitif say1 yazan
32 -16 = 512 birim karenin her biri 6zel olur.



