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33. Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyati
Tkinci Asama Simavi
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Coztimler

1. 100 x 2025 satrang¢ tahtasinin bazi birim karelerine kirmizi veya beyaz renkli bir bilye
yerlegtirilmigtir. Ayni renkli herhangi iki bilyenin bulunduklar1 birim kareler ortak kose veya kenar
paylagmiyorsa, tahtadaki toplam bilye sayis1 en fazla kag olabilir?

Coziim: Birim karelerden olugan 2 x 2 bir karede 3 bilye bulunursa bu bilyelerden en az ikisi ayni
renkli oldugundan kosgullar saglanmaz. Sonug olarak her 2 x 2 karede en fazla 2 bilye vardir. [k siitun
digindaki birim kareleri 100 - 2024 tane 2 x 2 kareye ayiralim. O zaman toplam bilye sayisi en fazla
100 4+ 2 - 50 - 1012 = 101300 olur. Simdi de 101300 bilye i¢in 6rnek verelim:
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Soldan saga dogru 1.,3.,...,2025. stitunlardaki tiim birim karelere doniigimlii sekilde bir kirmiz

bir beyaz bilye yerlestirirsek kosullar saglanir ve satrang tahtasi tizerindeki toplam bilye sayisi
100 - 1013 = 101300 olur.

2. 1<a; <ag <--- < agg < 33 gergel sayilar olmak tizere,

ifadesinin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

Coziim: Cevap:
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Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligini P ifadesindeki tiim terimlere uygularsak

P>8s a1az---ds

Q204 - - - Q16

elde edilir. a; > 1, az > as, a5 > ay, -+, a15 > ayy ve 33 > a6 oldugu igin
aias---a a 1
P>8¢ uzgs _12818/_
AoQy4 -+ * A16 aie 33

Esitlik durumunun saglanmasi i¢in, kullandigimiz tiim esitsizlikler esitlik durumunda olmalidir.

t = /33 olsun.

bulunur.

(ay,a9,as,. .. a15) = (1,6, 4,83 42343 . 47 47 4%

sayilar1 bu durumu saglar. Boylece, P sayisinin alabilecegi en kiigiik deger olur ve ispat
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tamamlanir.

3.
3n3 —? — 15n + 35

ifadesinin bir tam saymin karesine egit olmasini saglayan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.
Coziim: Cevap: 1 ve 2.
n = 1 icin ifade 16, n = 2 i¢in ifade 1 olur ve bu sayilarin her ikisi de tamkaredir.

n > 3 olsun. 3n® — 7n? — 15n + 35 = (n* — 5)(3n — 7) olur. n > 3 oldugu igin her iki carpan da
pozitiftir. d = ebob(n* —5,3n — 7) olsun. Bu durumda

d|9(n*—5)—(Bn—T)3n+7) =4
oldugu i¢in d = 1, d = 2 veya d = 4 olmalidir.

d =1 veya d = 4 olursa, hem n? — 5 hem de 3n — 7 tamkare olmahdir. Ancak 3n —7 =2 (mod 3)
oldugu i¢in tamkare olamaz.

d = 2ise, n? =5 = 222 ve 3n — 7 = 2y? formunda olmalidir. Bu durumda n tektir ve
222 = n? — 5 = 4 (mod 8) bulunur. Buradan da 2? = 2 (mod 4) bulunur, ancak hi¢bir tamkare bu
kogulu saglamaz.

Boylece, n > 3 igin ¢oztim bulunmaz ve tiim ¢oziimler n = 1, 2 olur.

4. Bir ABCD digbiikey dortgeninin kogegenleri birbirlerine diktir. AC' N BD = E ve [BD] dogru
parcasinin orta noktasi M olsun. AEM ii¢geninin ¢evrel ¢cemberi, BEC' liggeninin ¢evrel ¢emberiyle
ikinci kez K noktasinda ve DEC' iiggeninin c¢evrel g¢emberiyle ikinci kez L noktasinda kesisiyor.
|K M| = |LM)| oldugunu gosteriniz.

Cozum:



B, K, E, C noktalar1 cembersel oldugu icin /KBE = ZKCFE bulunur. A, K, E, M noktalar
gembersel oldugu i¢in /KAE = ZKME bulunur. Boylece, BKM ve C'K A tiggenlerinin tiim agilari
esit bulunur ve bu iki tiggen benzerdir, bu benzerlikten otiirii

|AC|  |KM|
|BM| — |KA|

elde edilir.

Benzer sekilde, DLM ve C'LA ti¢genleri de birbirlerine benzer bulunur ve

|AC|  |LM|
|DM| — |LA|

elde edilir. |BM| = |DM]| oldugu igin, bu iki oran esitliginden

| K M| B |LM|
|[KA| — |LA|

elde edilir.

A K, E, M, L noktalar1 ¢cembersel oldugundan otiri ZAKM = ZALM = ZAEM = 90° olur.
Kenar-Agi-Kenar benzerliginden otiri AKM ve ALM figgenleri benzer bulunur. AM kenar iki
i¢cgende de ortak olarak ayni aginin karsgisinda oldugu icin bu iiggenler ashinda eg iiggenler bulunur ve
buradan |K M| = |LM]| elde edilir.



