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(Coztimler

1. n > 3 bir pozitif tam say1 olmak tizere, n kogeli bir tam c¢izgenin her kenarina birer gercel say1
agagidaki kogullar saglayacak sekilde yazilmigtir:

(i) Cizgedeki her tiggenin kenarlarina yazilan sayilardan ikisi birbirine esit olup diger say1 ise bu
sayilardan biiyiiktiir.

(ii) Her kosenin agirligi, o kogeden cikan kenarlara yazilan sayilarin toplami olmak iizere, tiim
kogelerin agirliklar: birbirlerine egittir.

Buna gore, n sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.
Coziim: Cevap, 3’ten biiytlik tiim cift tam sayilar.

Sartlar1 saglayan bir n sayisina giizel diyelim. [AB] dogru parcasinda yazih olan sayiy1 f(A, B) ile
gosterelim

Iddia 1: n giizelse n + 2 de giizeldir.
fspat: n icin sartlar1 saglayan bir konfigiirasyon alalim. Buradaki noktalarin kiimesi V', yazili olan en
kii¢lik say1 m ve bir nokta i¢in ucu oldugu kenarlardaki sayilarin toplami 7" olsun. Konfiglirasyona A
ve B noktalarmi ekleyelim. f(A, B) =z, herv € V ve her u € {A, B} igin f(v,u) = y olsun. y < m ve
y < x olursa ilk kogul saglanir. S+ 2y = x + ny olursa da ikinci kogul saglanir. Buda S = z+ (n—2)y
olmasina denktir. z ve y'yi; y < m, y < z ve S = z+ (n— 2)y saglanacak gekilde alabilecegimiz aciktir.

4in giizel oldugu kolayca goriiliir (bir karenin dort kogesini alip dogru parcalarina gergek
uzunluklar yazlabilir). Dolayisiyla 3’'ten biiyiik tiim ¢ift sayilar giizeldir.

Iddia 2: n glizelse n cifttir.
Ispat: n icin sartlan saglayan konfigiirasyonda bir A noktasi alahm. max f (A,z) = M,
S = {z : f(Ajx) = M} ve B € S olsun. Ik kosuldan dolayn S U {A} digmdaki her C
noktasi i¢in f(C,A) = f(C, B)'dir. Eger |S| > 2 olsaydi, ilk koguldan dolayr her C' € S\ {B} igin
f(B,C)> M = f(A,C) olurdu ve bu da A ve B noktalarindan dolay ikinci kogulla geligirdi. O halde
|S| = 1. B’ye A'nin 6zel noktasi dersek, agikca goriilecegi iizere A da B’nin 6zel noktasi olur. Boylece
noktalar1 ozel noktalari ile ikigerli gruplamak miimkiin olmali ve sonug olarak n ¢ift olmali.

2. Dar agilh bir ABC' {i¢geninin diklik merkezi H ve A, B, C koselerinden indirilen yiiksekliklerin
ayaklar1 sirasiyla D, E, F olsun. DFEF' iiggeninin cevrel ¢emberine D noktasinda teget olan bir
cemberin E'F' dogrusu ile kesistigi noktalar P ve ) olsun. PH ve QH dogrulan ile BHC' tiggeninin
gevrel cemberinin ikinci kesigim noktalar1 R ve S olsun. A noktasindan gecen ve E'F dogrusuna dik



olan dogrunun BC' dogrusu ile kesistigi nokta 7" olsun. R, S, D, T noktalarinin ¢emberdeg oldugunu
gosteriniz.

Coézim: ADNEF = X ve EF N BC = K olsun. ZKDX = 90° ve ZEDX = /FDX
oldugu i¢in (K,X;F,E) = —1 olur. (DEF) ve (DPQ) cemberleri teget oldugundan
/PDX = /FDX — /FDP = /EDX — (LPQD — ZFED) = ZQDX olur ve bundan dolay1
(K, X;P,Q)=—1 olur.

(ABC) = wy, (BHC) = wy, XHNwy = Z, KHNwy, = N ve RSN BC = L olsun.
H,wa

(K, X;F,E) = (N,Z;C,B) = —1 ve (K,X;P,Q) M (N,Z;R,S) = —1 oldugu i¢in N ve
Z noktalarindan ws ¢emberine c¢izilen tegetler BC' ve RS dogrular iizerinde kesigir. Yani LZ dogrusu
wy cemberine tegettir ve LZ? = LA? = LR - LS olur. ZLAT = 90° ve LA*> = LD - LT = LR - LS
oldugu icin R, .S, D, T noktalar1 cemberseldir.

3. Her n > 2 tam sayisi i¢in f(n) ile n sayisinin farkh asal bolenlerinin ¢arpimimi gosterelim (6rnegin,
f(5) =5,f(8) =2ve f(12) =6 olur). ay,as,... dizisi, a; > 2 bir tam say1 ve her n > 1 igin

An+1 = Qp + f(an)

olacak gekilde tamimlanmiyor. Her p asal sayisi icin, {a;}2; dizisinde p ile boliinen bir terim
bulundugunu gosteriniz.

Coziim: Higbir asal saymin karesine boliinmeyen pozitif tam sayilar kiimesini P ile gosterelim.

Gozlem 1: ¢ herhangi bir asal say1 olsun. qla, <= ¢|f(a,) ve boylece qla, = qla,41 ve
q|f(a,) = q|f(ans1). Bundan dolayr bu dizide bir terim ¢ ile béluntirse o terimden itibaren tiim
terimler ¢ ile boliiniir. Ayni durum (f(a,))52, dizisi igin de gegerlidir ve her n i¢in f(a,)|f(an+1) her



n i¢in gecerlidir.

Gozlem 2: (%) dizisinin her bir terimi P kiimesinin elemanidir ve ¢la; ise bu dizide ¢
an n=1

ile boliinen hicbir terim yoktur.

Gozlem 3: f(ay,)|a oldugundan a,; < 2a, olur. Boylece her n pozitif tam sayisi i¢in a, 41 < 2"ay
elde edilir.

Farzedelim ki bu dizide p ile boliinen terim yoktur.
Lemma: f(an) = f(ani1) =+ = f(anip—2) olan n bulunmaz.
Ispat: Farzedelim ki bulunsun. O halde

Ap, Qpt1 = Ap + f(an); Ap+2 = Qp + Qf(an>7 ceey Qpyp—1 = QAp + (p - ]-)f<an)
sayilarindan biri p ile boliiniirdi, celigki.

Gozlem 4: K sabit bir pozitif tam say1 olsun. Gozlem 1’den dolayr K’den kiiciik asal sayilardan
dizinin en az bir terimini bolenler bir yerden sonra dizinin tiim terimlerini bolerler. Bundan otiirii bu

yeri a; olarak varsayabiliriz ve dolayisiyla Gozlem 2’den otiiri (fJ(CC(Ln+>1 )) dizisinde K’den kiigiik
Qn

n=1
bir asal ile boliinen terim bulunmaz.

Lemma ve Gozlem 4’ten her n pozitif tam sayisi icin

f(an+p—2)
flan) =

elde edilir. Buradan her m pozitif tam sayis i¢in f(a@14m(p—2)) = K™ f(a;) bulunur. Boylelikle Gézlem
3 ile birlikte

fla)E™ < f(a14mp-2) < 2" Pay

elde edilir. Ancak K > 2P~2 alimirsa yeterince biiyiik m sayisi icin esitsizlik saglanmaz ve celigki elde
edilir.

4. n bir pozitif tam say1 ve n sayisinin tiim pozitif bolenleri 1 = dy < dy < - -+ < dp = n olsun.

2d2+d4+d5:d7
d3d6d7 =N
(d6+d7)2:n+1

esitlikleri saglaniyorsa, n sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Coziim: Sadece n = 2024 sartlar saglar.

n tekse, tiim bolenleri tektir ve ilk egitlikte geligki elde edilr. O halde n cift olmali. O halde n + 1
bir tek tam karedir ve dolayisiyla 8|n bulunur. Ayrica AGO’dan n + 1 > 4n/ds olur ve agikca n > 2
oldugundan da d3 > 4 gelir. O halde ds = 4 olmali. Ikinci ve {i¢iincii esitliklerden dg = m, d; = m + 1
ve n = 4m(m + 1) gelir. d3 = 4 oldugundan dy > 5 , d5 > 6 olur ve ilk esitlikten m > 14 bulunur.
d3 = 4 oldugundan 3 1 n ve dolayisiyla m = 1 (mod 3) elde edilir. m = 16 iken ilk esgitlik saglanmaz.
O halde m > 16. m ve m + 1’den biri ¢ifttir ve yarisi dy ve ds’'ten biridir. Benzer bicimde 8 de d,4
ve ds’ten biridir. O halde ilk egitlikten m = 22 veya m = 23 elde edilir. m =1 (mod 3) oldugundan



m = 22 olur ve n = 2024 sartlar1 saglar.

5. Her z,y,2 € R* i¢in

Ut U U =

denklemini saglayan tiim f : RT™ — R* fonksiyonlarim bulunuz.

SIS

(o)

Not. Bir x gercel sayst i¢in, |x] saypise x in tam degeri olmak dzere, {x} = x — |x| olarak
tansmlanwyor: {2.7} = 0.7 ve {4} = 0.

Coziim: Cevap, tim ¢ € RT sayilan i¢in f(x) = cz. Bu formdaki fonksiyonlarin soruda verilen
denklemi sagladigi barizdir. Simdi sorudaki kogullar: saglayan tiim fonksiyonlarin bu formda oldugunu
gosterelim. x, y rastgele pozitif gercel sayilar olsun, N bir pozitif tam say1 olmak tizere 2 = Nx segelim.
Bu durumda esitligin sag tarafi {%} + {%} olacaktir. Sol taraftaki hi¢bir terim negatif olmadigindan

dolay1 tiim N degerlerinde {%} < {§}+{%} esitsizligi saglanir. N sayisini istedigimiz kadar biiyiik
secebilecegimiz i¢in, {ﬁ} sayisini herhangi bir pozitif gercel sayidan daha kii¢iik hale getirebiliriz.
Bundan dolay1 {%} < {%} olmalidir. Ancak z, y rastgele secildigi i¢in orijinal denklemde bu
esitsizligin egitlik durumunun saglanmasi gerektigini goriiriiz yani {%} = {g} olmaldir.

f sorudaki kogulu saglayan bir fonksiyon ve ¢ bir pozitif gercel say1 olmak tizere, g(x) = cf(x)
fonksiyonu da sorudaki kogulu saglayacag: igin, genelligi bozmadan f(1) = 1 kabul edebiliriz. Boylece
{%} = {5} esitliginde y = 1 yazarsak her z € R" i¢in {f(x)} = {z} yani f(z) —z € Z
bulunur. Simdi z, y gercel sayilarmi x ¢ Q ve y € Q olacak sekilde secelim. m, n tam sayilar igin

f(x) =x+mve f(y) =y +n olsun. Bu durumda, %} = {%} saglandigindan dolay1 bir k& € Z icin

TTZL =Z+k= # olur. Buradan da zy + my = zy + y?k + on + ykn yani my = y?k + xn + ykn
bulunur, fakat x irrasyonel ve diger sayilar rasyonel oldugu i¢in n = 0 olmasi gerekir, yani tiim
rasyonel sayilar i¢in f(y) = y olmahdir. Ote yandan, tiim y secimleri icin n = 0 oldugundan, bir z
sayis1 i¢gin m # 0 ise tiim y se¢imleri i¢in m = yk olmasi gerekir. Ancak m, k tam sayilarken y sayisini
m sayisinl bolmeyen bir tam say1 olarak secersek bunun miimkiin olmadig1 goriliir. Boylece m = 0
olmalidir, yani tiim irrasyonel z sayilari i¢in de f(z) = x olur. Boylece f(1) = 1 iken sorudaki kogulu
saglayan tek fonksiyon f(x) = z bulunur, yani sorudaki kogulu saglayan tiim fonksiyonlar bir ¢ € R

sayist igin f(x) = cx formunda olmahdir, boylece ispat tamamlanir.
6. m,n > 2 tam sayilar olmak tizere, m X n satranc tahtasinin bazi birim karelerine birer kale, her
kale tek sayida kale tarafindan tehdit edilecek sekilde yerlestirilmistir. Buna gore, satrang tahtasinin

tizerindeki kale sayisinin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

Coziim: Cevap: N(m,n), m satir ve n siittundan olusan tahtaya yerlestirebilecek en biiyiik kale sayisi
olmak iizere, N(2,2) =2, N(2,3) = 4 ve tiim diger durumlarda N(m,n) = 2m + 2n — 8.

Ornekler:

m = 2 i¢in

veya




m = 3 i¢in

m,n > 4 icin

veya

Simdi ise satrang tahtasi tizerindeki kale sayisinin daha fazla olamayacagini gosterelim.

Yukari, agagi, sag ve sol olmak tizere, 4 yon tanimlayalim. Her keleden onu tehdit etmeyen yonlere
dogru 1ginlar ¢izelim. Bu isinlardan her biri satrang tahtasinin 1 uzunlukta bir birim siir kenarini
kesiyor. Iki farkli 19mm 1 uzunluktaki ayni birim kenar1 kesemez. Bir kale tarafindan tehdit edilen
kalelere tek kale, ti¢ kale tarafindan tehdit edilen kalelere 7i¢lu kalesi diyelim. Her tek kaleyle onun
iginlariin kestigi ti¢ birim kenari egleyelim. Her iiglii kaleyle onun 1gilariin kestigi bir birim kenari

esleyelim.




Lemma 1: Tek kale sayis1 en az 4 ise toplam kale sayisi en fazla 2m + 2n — 8 dir.

Ispat: Tek kale sayist a, iiclii kale sayis1 b olsun. Dort tek kalenin her biriyle ticer birim kenar, her ticlii
kaleyle bir birim kenar eglesmek zorundadir. Satrang tahatsinin kenar uzunlugu 2m + 2n oldugundan
3a+b < 2m+2n olur. Demek ki a > 4 ise, a+b < 2m+2n—2a < 2m+2n—8. Ispat tamamlanmigtir.

Lemma 2: m,n >3, m+n >7ve N(m,n) > 2m—+2n — 8 olsun. O zaman tek kale sayisi en az 4’ tiir.

Ispat: Satranc tahtasmm en az bir kale iceren en yukaridaki satir1 Sy en asagidaki satirlart Ss, en en
soldaki siitunu 7T} ve en sagdaki siitu 75 olsun. Si,S5,717 ve Ty birer kale bulunduruyorsa bu kaleler
birbirinden farklidir ve bu dort kalenin her biri tek kaledir. Si,S5,77 ve 15 den en az ikisi en az
iki kale bulunduruyorsa bu yine bu kalelerden uc kale olan 4 kale tek kaledir. Son olarak genelligi
bozmadan S tlizerinde en az iki ve S tizerinde bir kale olsun. O zaman S} tizerindeki 2 uc kale ve S,
tizerindeki kale tek kalelerdir. 2m + 2n — 8 > max(m,n) + 2 olduguna gore, S; diginda en az 2 kale
vardir. Sy tizerindeki tek kale A olsun. En az bir kale bulunduran ve Ss’e en yakin olan satir S” olsun.
S’ in uzerinde bir kale varsa bu kale tek kaledir. S’ in tzerinde birden fazla kale varsa S’ in lizerindeki
A ile aym siitunda olmayan uc kaleler tek kaledir. Ispat tamamlanmigtir.

Lemma 2 ve Lemma 1’e gore, m,n > 3, m+n > 7 ise N(m,n) < 2m + 2n — 8. Simdi de kalan
durumlari inceleyelim.

m = 2. Her satirdaki en sol ve en sag kaleler tek kale olmak zorundadir. N(2,2) > 3 olursa, en az
bir satirda 2 kale bulunuyor. O zaman bu iki kale tek kaledir ve sonug¢ olarak ikinci satirda kale
bulunmuyor, geligki. N(2,3) > 5 olursa, her satirda en az 2 kale bulunuyor. Demek ki her satirda
en az iki tek kale bulunuyor. Bu 4 tek kaleyle toplam 12 birim kenar eglesmek zorunda, fakat birim
kenar satisi 10, geligki. N(2,4) > 5 olsun. Her satirda en az iki kale varsa, toplamda en az 4 tek kale
vardir ve Lemma’ya gore, N(2,4) < 2-2+4+2-4 —8 = 4, geliski. Bir satirda 4, diger satirda 1 kale
varsa, 4 kale bulunduran satirda 2 kale tarafindan tehdit edilen kale vardir, celigki. £ > 5 durumunda
N(2,k) > 2k — 4 olursa, 2k — 4 > k + 1 oldugundan N(2,k) > k + 1. Demek ki her satirda en az 2
kale bulunuyor, ve dolayisiyla en az 4 tane tek kale vardir. Lemma’ya gore, toplam kale sayisi en fazla
2n — 4, celigki.

m = 3. N(3,3) <4 oldugunu goterelim. 4 tane tek kale varsa, Lemma’ya gore, en fazla 4 kale vardir.
Demek ki N(3,3) > 5 olmasi i¢in en az 2 tane iiglii kale olmak zorundadir. Fakat bu durumda her
biri 3 kale bulunduran ya iki satir, ya iki siitun ya da bir satir ve bir stitun vardir. O zaman tahtanin
4 koge birim karesinden en az ii¢iinde kale vardir, geligki.

(ozlim tamamlanmigtir.



