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(oztimler

1. m ve n pozitif tam sayilar olmak tizere,

(m +n)?
dm(m —n)? +4

k:

sayis1 bir tam say1 ise, k£ nin bir tam kare oldugunu gosteriniz.

Coziim : m = n durumunda k = m? bir tam kare oluyor. m # n durumunu inceleyelim. x = m +n
ven >misey=mn—m,n<misey=m—nolsun. Her iki durumda da z =y (mod 2). n > m

LC2

2z £ y)y? + 4

ise m = 5% ven < mise m = x—;”’ olduguna gore, k =

olur. Buradan x’e gore ikinci

dereceden

v? — 2ky*x & 2ky® — 4k = 0. (1)
denklemini elde diyoruz. x bir tam say1 olduguna gore, (1) denkleminin diskriminant1 bir tam kare

A
olacaktir: T k2y*  2ky? + 4k bir tam karedir.

. 12 wQ .. . 1 . U .
y=1lise (1) den k = 5775 yada k = 5% Birinci durumda 2k =z — 1 + =5 bir tam say1 degildir.

Ikinci durumda 2k = © — 3 + x% ve tek segenek z = 6 olur. Fakat bu duurmda z = y (mod 2)
saglanmiyor.

y # 1 durumunda

A
(y2k$y—1)2<z<(y2k¥y+1)2 (2)

esitsizliklerini ispatlayalim.

Birinci esitsizlik:  (y?k Fy — 1)2 = k' + o2 + 1 F 2ky® — 2ky® & 2y < kX F 2ky3 + 4k.

+1)?
Bu da (y £ 12 < k(2y* + 4) ve sonug olarak k > (2?Jy2—+)4
22 +4> (y+1)? & (yF1)? +2 > 0 oldugundan ispat tamamlanmisgtr.

esitsizligine denkdir.

Tkinci esitsizlik: k2y* F 2ky® + 4k < (Pk Ty + 1)? = k2 4+ 4> + 1 T 2ky® + 2ky® T 2y. Bu da
4k < (y F 1) + 2ky? esitsizligine denkdir. y > 2 oldugundan ispat tamamlanmistir.

A
y # 1 oldugundan (2) den T (y*k F y)? elde ediyoruz. Buna gore, 4k = y* ve k bir tam karedir.



Not: k sayisi sonsuz sayida (m,n) ikilisi i¢gin bir tam say1 oluyor.

2. x,y ve z herhangi ikisinin toplami 1 den farkl gercel sayilar olmak tizere,

(@ +y)+y?) @+t  (FE+a)+a?)
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oldugunu gosteriniz. Esitlik durumunu saglayan tiim (z,y, z) gergel say1 iiglilerini bulunuz.

Coziim: Ilk 6nce toplamlar: 1 den farkh her x, y gercel say1 ikilisi icin

(2> +y)(x + y°) 1

(z+y—1) =Tty g (1)

esitlizligini ispatlayalim. x +y = a ve xy = b degiskenlerine gecersek (1) esitsizligi
4(0*+b(1—3a)+d*) > (a—1)*(4a — 1)
sekline dontigiiyor ve
4(0*4+b(1 =3a)+a’) — (a—1)*(4a—1) = (2b+3a—1)> >0

oldugu i¢in ispat tamamlaniyor. Esitlik durumu 2b + 3a = 22y 4 3(z + y) = 1 iken saglamyor. (x,y),
(y,2) ve (z,x) ikilileri i¢in (1) egitsizlizliklerini toplarsak istenilen

(@ +y)r+y?) @ +2)y+2") | (P +a)(z+2?)
(z+y— 1) (y+2z—1)? (z4x—1)
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elde edilir. Esitlik durumunu saglayan x,y ve z sayi ticlileri

2ey +3(x+y) =1
2yz+3(y+2) =1
2z +3(z+12) =1

denklem sisteminin kokleridir. Ilk iki denklemi taraf tarafa cikarirsak

(x—2)2y+3)=0

elde ederiz. y = —3/2 olmasi1 durumunda ikinci denklemden dolay1 1 = 2yz + 3y + 3z = 3y ve buradan
da y = 1/3 celigkisi elde edilir. Bu nedenle z = z olmahdir. Benzer islemler sonucu z =y = z = u ve
buradan da 2u? + 6u = 1 elde edilir. Sonuc olarak esitligi saglayan iki iiclii bulunuyor:

3+VT 3—V7
9

ve I = =z = .
y 2

l’:y:z:

3. n > 4 olmak iizere diizlemde n nokta veriliyor. Tium nokta ikilileri dogru parcalariyla
birlestirildikten sonra hichir diger dogru pargasiyla uc¢ noktalar: diginda kesigmeyen dogru parcalarinin



sayis1 en ¢ok kag olabilir?
Coziim : Cevap: 2n — 2.
Diger higbir dogru parcasiyla uc¢ noktalar1 disinda kesismeyen dogru parcalarina ozel dogru parcasi

diyelim. n > 4 i¢in 6zel dogru parcalarinin sayisinin en fazla 2n — 2 oldugunu tiimeverimla gosterelim.
n = 4 durumu barizdir.

P, Q

Verilen n nokta bir konveks n-genin kogeleri ise 6zel dogru parca sayisi tam olarak n oluyor (n-genin
kenarlar1) ve bu durumda n < 2n — 2. Aksi taktirde bu n noktadan biri olan A noktas1 bu n noktann
konveks oOrtiisiiniin (convex hull) smir tizerinde olmayacaktir. Kalan n — 1 noktanin bazi ikililerini
tiim kapali alanlar {iggen olacak sekilde birlegtirelim. (triangulation). A noktasi bu f{iggenlerin
birinin i¢inde bulunmak zorundadir. Bu iiggen P, P, P; olsun. P, P, P5 ti¢geninin i¢inde kalan n — 3
noktadan A disinda bagka nokta bulunmadigi aciktir. A noktasi atilirsa tiimevarim varsayimina
gore en fazla 2(n — 1) — 2 = 2n — 4 6zel dogru pargasi olabilir. A yeniden yerlestirildiginde sadece
APy, [APy], [APs] 6zel dogru pargalari eklenebilir (bir kogesi A olan diger dogru pargalarr Py PP
liggeninin kenarlarindan biri ile kesigiyorlar).

A noktasi atildiktan sonra [Py P|, [P Ps], [P, Ps] dogru parcalarmin en az biri 6zel degilse, bir ¢ dogru
parcast P} P, P3 tiggenini kesmelidir (¢ nin bir u¢ noktasi Py, P» ve P3 noktalarindan biri olabilir).
O zaman ¢ [AP],[AP,],[AP;] dogru parcalarmin en az birini kesecektir. Demek ki A yeniden
yerlegtirildiginde [AP],[AP,], [APs] dogru parcalarindan en fazla ikisi 6zel olabiliyor ve 6zel dogru
parca sayisi en fazla 2n — 4 + 2 = 2n — 2 oluyor.

A noktasi atildiktan sonra [Py Py, [P Ps], [P, P5] dogru parcalarmin hepsi 6zel ise, A noktasi yeniden
yerlegtirildiginde n > 4 oldugu igin P; P, P; ti¢geninin diginda bir () noktasi bulunuyor ve [AQ] dogru
parcasi [Py P], [P Ps], [P, P3] dogru pargalarinin en az birini kesiyor. Dolayisiyla [P Ps), [Py Ps], [ P2 Ps]
dogru parcalarinin en az biri 6zel olma 0zelligini kaybediyor. Sonug olarak yine 6zel dogru parca sayisi
en fazla 2n — 4 4+ 2 = 2n — 2 oluyor.

Son olarak 2n — 2 6zel dogru parcasinin olabilecegini gosterelim. Bir ¢ember ve bu ¢ember diginda
bir A noktasi alalm. A noktasindan bu cembere cizilen tegetler ¢emberle X ve Y noktalarinda
kesigmis olsun. Kiigiik XY yay1 tlizerinde herhangi A;, As, ..., A,_1 noktalarimi alalim. O zaman

[A1As], [A2As], ... [An144], [AA], [AAs], ..., [AA, 1] dogru parcalarimin her biri 6zel dogru pargasi



olacaktir.

4. 2015 tablonun gosterildigi bir sergide her katilimci bir tablo ikilisi secip tahtaya yaziyor. Sonra
Sahte Sanatgi (S.S.) tahtada yazili ikililerden bazilarimi segip, bu ikililerin her birinde tablolardan
herhangi birini daha giizel olarak igaretliyor. Daha sonra Sanat¢inin Yardimeist (S.Y.) her adiminda,
tahtada A, B den daha giizel ve B, C den daha giizel olarak belirtilmigse, tahtada A min C' den
daha giizel oldugunu belirtiyor. S.S., tahtaya hangi ikililer yazilmig olursa olsun en fazla k ikiliyi
kiyaslayarak S.Y. nin sonlu adim sonucunda tahtadaki tiim ikilileri kiyaslamasini saglayabiliyorsa, k
nin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

Cozum: Tablo sayis1 n oldugu durumda cevap k£ =n — 1 dir.

Soruyu n tablo i¢in ¢izge teorisi kavramlarim kullanarak yeniden formiile edelim. G ¢izgesinin kose
sayist n olsun. Ilk asamada bu cizgenin en fazla k tane kenarimi yonlendiriyoruz. Ikinci asamanin

her adiminda (v1,vy) ve (vg,v3) birer yonlii kenar olmak iizere, ¢izgenin (vq,vs) kenarm (v, vs

yonlii kenarma doniistiiriiyoruz.  Ikinci agsama sonucunda her G cizgesinin tiim kenarlari yonlii
yapilabiliyorsa, k nin alabilecegi en kii¢lik deger nedir? Her baglantili ¢izge i¢in cevabin k = n — 1
oldugunu gosterelim (I tane baglantih alt ¢izgeden olusan ¢izgeler i¢in cevap k = n — [ olacaktir). G
nin bir aga¢ oldugu durumda n — 1 kenarin her biri ilk asamada yonlendirilmek zorundadir ve buna
gore k > n — 1 olur. Simdi £ < n — 1 oldugunu gosterelim. Bir yonlii ¢izgede vy kocesinden her kogeye
bir veya birkag¢ yonli kenarla ulasiliyorsa, vy kogesine kok kdse diyelim. Coziimii tamamlamak icin n
iizerinden tiimevarimla daha kuvvetli bir onerme ispatlayacagiz:

Lemma. vy, n koseli baglantili bir G ¢izgesinin herhangi bir kosesi olsun. Baslangicta GG gizgesinin en
fazla k = n—1 kenar1 6yle yonlendirilebilir ki, vy kosesi ikinci agsamadan sonra bir kok kogeye donitigsiin.

Ispat. vy kosesini ve bu kiseden c¢ikan tiim kenarlar sildikten sonra kalan gizge Gy, ..., Gy, baglantih
alt ¢izgelere parcalanmig olsun. G ¢izgesinin her 1 <i < m i¢in v; € G; olmak tizere bir (vg, v;) kenari
vardir. Timevarim varsayimina gore, her 1 < i < m igin G; ¢izgesinin en fazla |G| — 1 kenar1 oyle



yonlendirilebilir ki, v; kosesi ikinci agsamadan sonra bir kok koseye dontissiin. Her 1 < ¢ < m i¢in
(vo,v;) kenarmi vy dan v;’ye dogru yonlendirirsek vy kosesi G ¢izgesinin kok kogesine doniigiir. Bu
durumda ilk agamada yonlendirilmis kenar sayisi en fazla Y ;" (|G| — 1) + (m — 1) =n — 1 olur.

Not: Lemma en uzun yonli yolun uzunlugu iizerinden tiimevarimla ya da G ¢izgesinin n koseli bir
agacinin kenarlarini yonlendirerek de ispatlanabilir.

5. En biytk i¢ agis1 D olan bir ABCD kirigler dortgeninde BC' ve AD dogrulart E, AB ve C'D
dogrulari ise F' noktasinda kesigiyorlar. ABC'D dértgeninin i¢ bolgesinde ZEPD = ZFPD = ZBAD
olacak gekilde bir P noktasi aliniyor. ABCD nin gevrel gemberinin merkezi O olmak iizere, F'O
dogrusu AD, EP, BC' dogrularim sirasiyla X, @Q,Y noktalarinda kesiyor. ZDQX = ZCQY ise
ZAEB = 90° oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Ik 6nce Q noktasmin tek oldugunu gosterecegiz. /DXQ = o, ZCYQ = [, /DQX = ZCQY = 0
olsun. DX ve C'Y() tiggenlerinde siniis teoremi uygularsak
|QX|  sin(a+0)
IDX|  siné

QY| sin(f+6)
ICY|  sinf

= sinacot 0 + cos

= sin S cot @ + cos 8

elde ederiz. Buradan
QX QY]
|IDX|-sina  |CY]-sinf

= cotaw — cot 3 (1)



gelir. Diger yandan,
QX[ +|QY] = [XY]. (2)

(1) ve (2) den |QX]| ve |QY| tek tiirlii belirleniyor (a, 8, |DX]|, |CY]| ve | XY| sayilar1 ) noktasina
baglh degildir). Buna gore, () noktasi tek tiirlii belirleniyor.

AC ve BD kogegenlerininn kesigim noktast K, EK ve FO, AB, C'D nin kesigim noktalar1 sirasiyla
L, M, N olsun. Brocard teoremine gore, KL | FO. AC,BD,EM dogrular1 noktadag olduguna
gore, F, A, M,B noktalar1 harmoniktir. Demek ki EF,EA, EM, EB bir harmonik kalemdir ve
buna gore de F, D, N,C noktalar1 da harmoniktir. Z/NLF = 90° olduguna gore, bilinen lemmadan
LDLN = ZCLN ve ZDLX = ZCLY gelir. () noktas1 tek olduguna gore, () = L olur.

F. D, N,C noktalar1 harmonik olup ZFPD = ZDPN dir. Yine bilinen lemmadan ZDPC" = 90°.
/ECD = /DAB = ZEPD olduguna goére, ECPD bir kirigsler dortgenidir ve buradan da
AEB = /ZDEC = 180° — ZDPC = 90° elde edilir.

6. n ile aralarinda asal olan her a pozitif tam sayisi icin 2n* | a™ — 1 olmasini saglayan tiim n pozitif
tam sayilarini bulunuz.

Cozum: Cevap: 2,6,42 ve 1806.

p > 2 n nin bir asal béleni (varsa) olsun ve p nin n yi bélen en bilyiik kuvveti m olsun: v,(n) = m.
a sayismi a = p + 1 (mod p?) ve a = 1 (mod pim) olacak gekilde segelim. p | a — 1 oldugundan
vp(a” — 1) = v,(a — 1) + vy(n) = m + 1 oluyor. a™ — 1 sayis1 n? ile boliiniiyor. O zaman
m+12>2m = m <1 = m = 1. Simdi m sayist 2 nin n yi bolen en biiylik kuvveti olsun :
va(n) = m. a sayisimi a =5 (mod 8) ve a =1 (mod g ) olacak sekilde secelim. 4 | a — 1 oldugundan
vg(a™ —1) = ve(a— 1) +ve(n) = m+ 2. Yukaridakine benzer sekilde m+2 > 2m+1 = m < 1. Sonug
olarak n kare bolensiz bir sayidir.

p asal sayisi n nin bir ¢arpam olmak iizere, (mod p) de bir ilkel kéke, (mod %) de ise 1 e denk olan
bir a sayisi ele alalim. p | a” — 1 oldugundan p — 1 | n elde ediyoruz. Yanip | n = p— 1| n. Bu
kosulu saglayan tiim kare-bolensiz sayilarin sarudaki kogulu saghyor. p; < ps < ... < px olmak tizere,
n=p-py---pgolsun. Her iicinp, —1 | n=p;,—1|p1-p2---pi_1. n = 1 kosgullar saglamiyor:
k > 1. Simdi

p1—1|1:>p1:2

i=21i¢in py — 1| py =2 ve py > p; = 2 oldugundan py = 3.

i=31i¢in p3 — 1| p; - po = 6 ve p3 > py = 3 oldugundan p3 = 7.

i=4igin py — 1| py-pa-p3 =42 ve py > p3 = 7 oldugundan p, = 43.

i =>51i¢in ps — 1 | p1-p2-ps-py = 1806 ve ps > py = 43, celigki (1807 = 13 - 139, 603 = 3 - 7 - 43,
259 = 7-37, 87 = 3-29). Demek ki k£ < 4 olmak zorundadur.

Buna gore, n nin alabilecegi tiim degerler: 2,6,42 ve 1806 dir.



