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(oztimler

1. Bir torbada tistlerine 1 den 2014 e kadar tam sayilar yazilmig 1007 siyah ve 1007 beyaz
top bulunuyor. Her adimda torbadan bir top cekerek masanin iistiine koyuyoruz ve istersek, o
an masanin ustiinde bulunan toplardan farkli renklerdeki herhangi ikisini secip diger bir torbaya
koyabiliyoruz. Bunu yaparsak, bu iki topun tistlerinde yazili olan sayilarin farkinin mutlak degeri kadar
puan kazaniyoruz. 2014 adim sonunda en fazla kag puan toplamay1 garantileyebilecegimizi belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 10072,
1007% den fazla puan toplamay1 garantileyemeyecegimizi gosterelim. Secilmis top ikilileri secilme

sirasina gore (ag,by), (ag,b2), ..., (a;,b;) olsun. Burada a; > b; ve [ < 1007. O zaman elde edilen
puan en fazla

l l l 2014 1007
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i=1 i=1 i=1 i=1008 i=1
olacaktir.
Simdi her durumda 10072 puan kazanabilecegimizi gosterelim. Ustlerine 1,...,1007 sayilar yazilmig

toplar: birinci ve tstlerine 1008, .. .,2014 sayilar1 yazilmig toplar1 ikinci gruba dahil edelim. Ik 1007
adimda herhangi bir top ikilisi segmezsek bundan sonraki her hamlede farkl gruplardan ve farkli renkli
bir top ikilisi secilebilecegini gosterelim. Masa tizerine ilk 1008 top yerlestirildikten sonra masa lizerinde
farkli renkli ve farkli grubun elemani olan en az bir top ikilisi bulunacaktir. Bu top ikililerinden
herhangi birini secip masadan kaldiralim. 7 < 2014 olmak iizere, 1008, 1009,...,7 adimlarda farkh
renkli ve farkli gruplarin elemani olan top ikililerin masadan alindigin1 varsayalim. i. adimdan sonra
masa lizerinde 2014 — ¢ tane top bulunacaktir. (i 4+ 1). hamlede ilk 6nce masa {izerine yeni bir top
yerlestiriyoruz. Ilk ¢ hamle sonucunda her renk icin; masa iizerinden kaldilmis top sayist i — 1007
ve masa lzerinden kaldirilmamig top sayist 2014 — ¢ dir. Her grup icin bu grubun masa tlizerinden
kaldirilmamig eleman sayist da 2014 — ¢ dir. Buna gore, masa iizerinde farkh renkli ve farklhh grubun
elemani olan en az bir top ikilisi bulunacaktir. Sonug¢ olarak bu yontemle 2014 adim sonucunda
masadaki tiim toplar alinacaktir. . adimda masadan aliman top ikilisi a; > b; olmak iizere (a;,b;)
olarak isaretleyelim. Buna gore, elde edilen toplam puan

2014 2014 2014
1=1008 1=1008 i=1008 1 2

olacaktir. Her hamlede alinan iki top farkli gruplarin elemanlar1 olduguna gore, ), toplamindaki
sayilar kiimesi {1008, ...,2014} ve ), toplamindaki sayilar kiimesi {1,...,1007} olacaktir. Sonug
olarak Y, — >, = 1007 olur.



2. 13 = 3Y7* + 8 esitligini saglayan tiim (x, vy, z) pozitif tam say1 ticliilerini bulunuz.
Coziim: Cevap: Sadece (11, 3,2).

Esitligin sag tarafindaki ifade tek say1r olduguna gore x sayisi da tek sayidir. Esitligi
(x — 2)(2* + 2z + 4) = 3Y7* geklinde yazahm ve d = ebob(z — 2,z* + 2x + 4) olsun. d|(z — 2)
= d|(2? — 4z +4) ve d|(z* + 2z +4) = d|6z. d|(6x — 12) = d|12. d bir tek say1 olduguna gore, d = 1
veya d = 3 olmak zorundadir. Coziimiin devamini dort durum inceleyerek siirdiirecegiz.

Durum 1: 2 — 2 = 3 ve 22 + 22 4+ 4 = 7%. Ik esitlikten # = 2 (mod 3) gelir ve ikinci esitlikte bunu
kullanirsak 1 4+4 +4 =1 (mod 3) celigkisi elde edilir.

Durum 2: 2 — 2 = 7% ve 22 4+ 2z + 4 = 3¥. Ik esitlikten # = 0 (mod 3) gelir ve ikinci esitlikte bunu
kullamirsak 0 +0+ 1 =0 (mod 3) ¢eligkisi elde edilir.

Durum 3: z —2 = 3-7° ve 22 + 2z +4 = 3! Ikinci esitlikte © = 3 -7 + 2 yazarsak
9.7" + 18- 7" + 12 = 3¥~! elde ederiz. y = 1 ve y = 2 durumlarinda ¢oziim yoktur. y > 2 ise her
iki tarafi 3 ile bolersek 372" +6-7°+4 = 3Y=2 gelir. Buradan 0+0+1 = 0 (mod 3) celiskisi elde edilir.

Durum 4: z—2 = 3" ve 2242z +4 = 3-7%. Ikindi egitlikte z = 3Y~' 42 yazarsak (3¢~ +3)2+3 = 3.7
elde ederiz. y = 1 ve y = 2 durumlarinda ¢éziim yoktur. y > 2ise 043 = 3-(—1)* (mod 4) gelir. Buna
gore, z bir ¢ift sayrdir. (3Y=1+3)2+43 = 3-7* de z = 2l yazip sadelestirirsek 3¥~1(3V=2+2) = (7'—2)(7'+2)
elde ederiz. 7' — 2 says1 3 ile boliinmiiyor. Buna gore, bir pozitif ¢ tam sayis: icin
3¥2 42
T42=31g ve T—2=2_1° (1)
q
egitlikleri saglanir. ¢ > 1 olsun. (1) deki esitlikleri taraf tarafa gikarirsak

Y242
q

4=3""4 (2)

gelir. ¢ > 2 oldugu igin (2) den

3249 11.30°2
2 2
celiskisi gelir. O zaman ¢ = 1 olmak zorundadir: 4 = 3Y~! — 3Y=2 — 2. Buna gore, tek ¢oziim

r=11,y =3,z = 2 olur.

4>2.3v"1 —1>5-3v2-1>4

3. D, E, F noktalar1 bir ABC' {iggeninin sirasiyla, [BC|, [CA], [AB] kenarlar iistiinde olmak iizere,
AD, BE, CF dogrular1 P noktasinda kesigiyor ve A kogesinden gegen bir ¢ dogrusu ile [DE ve [DF
iginlan sirasiyla, @@ ve R noktalarinda kesigiyor. [DB 1gm iistiindeki bir M noktasi ile [DC 15
tistiindeki bir N noktasi igin,

[QNP*  [RM]* _ (IDQ| + [DR|)* — 2|RQ|* + 2| DM] - | DN

|IDN| |\DM| |IMN|

egitligi saglaniyorsa, AD ve BC' dogrularinin birbirine dik oldugunu gosteriniz.



Cozum: Coziime asagidaki iddiay1 ispatlayarak basglayalim.
Iddia: RDNQ ve QDM R dértgenleri paralelkenardir ve DR = DQ.

Ispat: DQ = z, DR = y, RQ = 2, QN = p,RM = q,DM = u, DN = v, RN = e ve QM = f olsun.
RDNQ ve QDM R dortgenlerindeki paralelkenar esitsizliginden

VAR pP 2>+t ve 2P+ P+ >+ [P

elde edilir. Bu iki esitsizligi toplayarak
PP 22> 4 (1)
buluruz. Stewart teoreminden

(u+v)a? — p?u
v

(u+v)y* = ¢*v

e? = v +uv + ve fP=u?+uv+

esitlikleri saglanir. Bu egitlikleri (1) ile birlegtirirsek

(u+v)y? — ¢*v N (u+v)z* — p*u

WAV P+ ¢ 227 > (ut )+ ” .

olur ve boylece

2 —uv) > (u40) (xz—p2+y2—q2) ~ (u+0) (33_2+y_2) — (u+v) (p_2+q_2)

(% u

elde ederiz. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

22 2
— Z | > 2
(u+wv) (U + u) > (z+y)
bulunur. Dolayisiyla
2 2 2 2 2_9,2 9
Q(ZQ—UU)Z(QJ—H/)Z—(u—l—v)(p——l—q—) ve 17_+q_2(x+y) 2"+ 2w )
v U v U U+ v

elde ederiz. Sorudaki verilerden &tiirii (2)’de esitlik olmal. O halde kullandigimiz tiim egitsizliklerde
egitlik saglanmali. Sonug olarak RDNQ ve QDM R dortgenleri paralelkenar olmali. Ayrica, z = u = v



oldugundan ve kullandigimiz Cauchy-Schwarz esitsizliginde esitlik durumu saglandigindan = = y elde
ederiz ve iddia ispatlanmig olur.

QR ve BC' dogrular paralel olmasi1 ve DR = DQ esitliginden otiri ZEDC = ZDQR = ZDR(Q) =
ZFDB olur. EF ve BC dogrularimin kesigimi K olsun. (Bu iki dogru paralel ise dogrularin sonsuzda
kesigtigini varsayiyoruz.) Genelligi bozmadan C' noktasimi B ve K arasinda varsayalim. Menelaus ve
Ceva teoremlerinden sirasiyla

KC BF AE

DC BF AE
KB FA EC

DB FA EC !

ve

K D
elde edilir. Sonug olarak K_g = D_g olur ve dolayisiyla B, D,C, K noktalar1 harmoniktir. AP ve

EF dogrularimin kesigimi L olsun. AB, AD, AC, AK dogrular1 bir harmonik kalem olugturdugundan
F. L, F, K noktalar1 da harmoniktir. O zaman

LF KF
IE -~ KE (3)

saglanir. DC dogrusu F'DFE iiggeninde bir dig agiortaydir ve dig aciortay teoreminden

FK ED
FK ~ FD (4)

elde edilir. (3) ve (4)’ii kullanarak £& = £B elde ederiz. O halde DL dogrusu F DE ii¢geninde bir i¢
agiortaydir. Boylece AD ve BC' dogrularinin dik olduklar1 goriiliir ve ispat tamamlanir.

4. Bir ¢emberin birbirine paralel olmayan iki kirisinin orta noktalar1 P ile ) ve bu kiriglerin her
birinin ug¢ noktalarindan ¢embere ¢izilen teget dogrularin kesigim noktalar: sirasiyla, A ve B dir. ABP
iiggeninin diklik merkezinin AB dogrusuna gore simetrigi olan R noktasindan AP, BP, AQ, BQ
dogrularina inilen dikmelerin ayaklar1 sirasiyla, Ry, Rs, R3, R4 noktalar ise,

AR\ |PRy| _ |ARy| |QR4

|[PRi| [BRy|  |QRs| |BR4l

oldugunu kanitlayimiz.



Coziim: (ember w, cemberin merkezi O ve resimdeki gibi X ve Y teget noktalar1 olsun. ZOPX =
ZOXA = 90° oldugundan OPX ve OX A iicgenleri benzerdir ve OP - OA = OX?2. Benzer sekilde
OQY ve OY B iicgenleri benzerdir ve OQ - OB = OY?2. Buradan OP - OA = OQ - OB ve dolayisiyla
A, P,Q, B noktalarinin ¢emberdes oldugu elde edilir. Diger taraftan R noktasinin ABP iiggeninin
gevrel ¢emberi iizerinde oldugu biliniyor. Buradan A, P, @, B, R noktalarinin da ¢emberdes oldugu
elde edilir.

Re

AB ve PR dogrular1 K noktasinda kesigsin. Simson dogrusuna gore, R;, K, Ry noktalar1 dogrudastir.

Agilan yazarak ZARK = ZARK = ZABP ve /ZKAP = ZKRyP elde edilir. Buradan PAB ve
PR, AP

= —— elde edilir.

PR, BP
/ZRBRy = ZRAR; ve ZR3RB = ZR1RA oldugundan, RAR, ve RBR, ii¢genleri benzerdir. Buradan

PR5 R, iiggenlerinin benzer olugu ve dolayisiyla



A A
i _ —R bulunur. Sonug olarak

BR, BR

AR, PR, AP AR 0
PR, BR, BP BR

olur. Yine Simson dogrusuna gore, R3, K, R, noktalar1 dogrudastir. Acilar1 yazarsak

/ZKR3QQ = /KRA=/PBA ve /KR,Q=/KRB=/PAB

QRy AP

= ——olur. ZRAR; =
OR: _ BP olur. ZRAR;
/RBRy ve ZARR3; = ZBRR,4 olduguna gore ARR3 ve BRR,4 tlggenleri benzerdir ve dolayisiyla
AR; AR

BR, =5k olur. Sonug olarak

elde ederiz. Buna gore, APB ve R4 R3 liggenleri benzerdir. Sonug olarak

AR; QR, AP AR )
QR; BR, BP BR

bulunur. (1) ve (2) esitlikleri ¢oziimii tamamliyor.

5. Hangi n pozitif tam sayilar igin,

(=1

7

{CLZ' +

1<i<n}={a;:1<i<n}

kosulunu saglayan birbirinden ve sifirdan farkli aq,as,...,a, gergel sayilarimin bulundugunu
belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 1’den biiytlik tek tam sayilar.



Kosullar saglayan bir n ¢ift sayisinin ve ay, . . . , a,, gergel sayilarinin bulundugunu varsayalim. O zaman
—1)t

her 1 < i < n. icin a; + (=1) = a,(;) olacak gekilde {1,2,...,n}'nin bir ¢ permiitasyonu vardir. O
a;

halde her i igin '
a; — ajapp = (—1)"*! (1)

saglanir. (1)’deki esitligin 2 kati her 7 i¢in toplanirsa

n

D = ag)? =23 (<) =0

i=1
elde edilir. Dolayisiyla her ¢ i¢in ¢ = o(i) olmali ve buradan % = 0 celigkisi gelir. Sonug olarak n
¢ift say1 olamaz.

n’nin 1 olamayacagi acik. n, 1’den biiyiik bir tek tam say1 olsun. x > 0 olmak tuzere, a1 = 1 +
ve her 1 < i < n. igin a;11 = a; + (=1)"/a; for every 1 < i < n.olsun. a,1; = a; ve ai,...,a,
farkli sayilar olacak gekilde bir = gercel sayisinin bulundugunu gosterecegiz. ¢ tek and a; > 1 ise,
airo = a; + 1/(a3 — a;) > a; olur. O zaman, timevarimla a; < az < --- < a, oldugu kolayca goriiliir.
Ayrica, @ gift ve a; > 0 ise, a;19 = a; + 1/(a} + a;) > a; olur. O halde ay = (2% + 2x)/(1 +z) > 0
oldugundan, tiimevarimla a; < a4 < --- < a,y1 oldugu kolayca elde edilir. Sonug olarak, a, 1 = a;
olacak gekilde bir z gercel sayisinin bulundugunu gosterirsek ispat tamamlanir. x sayis1 0’a yaklagtikca
a; — 1 veay = a; —1/a; — 0. O halde x — 0 iken

Uny1 — a1 > ag —ay = 1/(a5 4+ ap) — 1/(1 + ) — 400

olur ve dolayisiyla yeterince kiiciik z i¢in a,1 > a; saglanir.
as > x ve 1 ¢iftken
Qo = a; +1/(a} +a;) < a; +1/a} < a; +1/a}

oldugu icin a, 1 < as 4+ (n —1)/(22%) elde edilir. Ote yandan,
ar—ay— (n—1)/(22°) =1/(1 + 2) — (n — 1)/(22%) = (22" — (n = 1)(1 + 2))/(22°(1 + 2))

ifadesi z’'in yeterince biiyiik degerlerinde pozitif oldugu i¢in a,1 < a; esitsizligi x’in yeterince biiyiik
degerlerinde saglanir. O zaman a1 — a; ifadesi pozitif = sayilari iizerinde siirekli bir fonksiyon oldugu
icin ara deger teoreminden 0 degerini alir. Boylece a, 11 = a; esitligini saglayan en az bir z > 0 gercel
say1s1 vardir.

6. Otuz alt1 hava alanindan herhangi ikisi arasindaki karsilikli uguslardan her biri beg havayolu
sirketinden biri tarafindan yapilacaktir. Ulagtirma Bakanligi her hava alanina, o hava alaninda
aralarinda aktarma yapilabilen ayni girkete ait her ugusg ikilisi i¢in 1 milyon lira destek vermeye karar
veriyor. Bakanligin bu uygulama icin harcayacagi paranin en az ne kadar olabilecegini belirleyiniz.

Cozim: Cevap: 6 - (326) .

Soruyu ¢izge kavramini kullanarak yeniden formiile edelim: Her kenari 5 renkten birine boyali olan
36 koseli bir tam ¢izgede aynt renkli “a¢i” sayist en az kag olabilir?

n koseli bir tam ¢izgenin her kenari r renkten birine boyal olsun. ¢ = 1,...,r olmak tizere, her v
kosesi igin bu koseye bagh olan i renkli kenar sayis1 f(v,4) olsun. Buna gore, v kdgesine bagh ayni



renkli “ag1” sayilarimin toplam Z (f(v, Z)> olacaktir. r boyutlu (f(v,1),..., f(v,r)) ve (1,1,...

2
i=1
vektorlerine Cauchy-Schwarz egitsizligini uygularsak

r

> (157) = ren-nenz g ey o

- r
=1

elde ederiz. (1) esitsizliklerini tiim n koseleri i¢in toplarsak ayni renkli “ac1” sayisinin en az

36
oldugunu gortiriiz. Buradan n = 36,7 = 5 durumunda 6 - ( 5 ) cevabi elde ediliyor.

Simdi ayni renkli toplam “ag1” sayisinin 6- (326) oldugu bir ornek verelim. 6 koseli bir Gy tam ¢izgesinin

koselerini 1,2, ..., 6 sayilariyla numaralandiralim ve i ile j koselerini birlestiren (i, j) kenarmi (i + j)
(mod 5) rengine boyayalim. Simdi 6 koseli bir Gy tam ¢izgesinin her kosesine Gy ¢izgesinin birer
kopyasini yerlegtirelim. Buna gore, GGy ¢izgesinin ¢ ve j koselerini birlestiren kenar ¢ renkli ise, elde
edilen 36 koseli cizgede i ve j koselerine yerlestirilmis Gf, ve G ¢izgelerinin a € G, ve b € G| kigelerini
birlestiren kenar da ¢ renginde olsun. Bir b € Gy, kosesi igin ayni renkli ag olugturan (a, b, c) kose
tigliilerinin sayisin1 hesaplayalim. a € Gy durumunda tam olarak bir Gf i¢in ¢ € G olmak iizere tiim
(a, b, ) tclileri ayni renkli ac1 olugturacaktir, buradan 5 -6 durum elde ediliyor. a,c ¢ G{, durumunda
ise herhangi bir G alirsak a,c € G{ olmak iizere tiim (a, b, ¢) tiglileri ayni renkli ac1 olugturacaktir,

buradan 5 - (g) durum elde ediliyor. Sonug olarak

36-(5-6+5- <g>):6- (326>

tane (a, b, c) liglisii elde ediliyor.



