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Coztimler

1.
10
x2+y2+x+y=xy(x+y)—§
] < 25
l‘ —
1=

kogullarini saglayan tiim (z,y) gergel say ikililerini bulunuz.
Coziim : Cevap: (—1/3,—1/3) ve (5/3,5/3).

Oncelikle
P+ +rty—aylz+y)+2=—1—-2)1-y)(e+y+2)
ve buradan da
64

I-2)A-y)lz+y+2) =

. . 4
elde ederiz. k> =1—2, 03 =1—y, m®> =x+y+2olsun. Budurumda B3+ +m? =4 ve klm = 3

olur. Buradan da k® + 3 +m3 = 3kfm elde ederiz. Carpanlara ayirarak
k+l+m)(k—0*+{—m)*+(m—Fk)?*) =0

ve boylece k + ¢ +m = 0 veya k = ¢ = m olur. k = ¢ = m igin tek ¢oziim = = y = —1/3’tir.
k404 m = 0 olsun. Bu durumda kém = 4/3 esitligini kullanarak kf(k + ¢) = —4/3 buluruz. Ote
yandan |zy| = [(1 — k*)(1 — £3)] < 25/9 esitsizligi gegerlidir. u = k + ¢, v = kl olarak tammlayalm.
Bu durumda

4 25
w=—g ve |(1—k3)(1—€3)|:|u3—v3+3|S3
elde ederiz. Bu iki koguldan
52 3 3 s 64 2
g SuUSvsut sy ()

buluruz. AGO esitsizliginden u? > 4v = —16/(3u) ve buradan da u > 0 veya u® < —16/3 elde ederiz.
(%) dan dolay1 u > 0 olamaz. Yani u® < —16/3 olmalidir. Bu durumda ise 4/(9u%) +1 > 11/12 > 0

oldugundan
64 16 4
3 520 =4+ —=)—+1) <0
u+27u3+ / u+3 9u3+ <

buluruz. Son gozlemi kullanarak (x) ancak u® = —16/3 ve u?> = 4v iken saglamir. Bu ise
k = (= —3/2/3 anlamina gelir. Bu durumda tek ¢éziim = = y = 5/3 olarak bulunur. Bulunan her




iki ¢oziim de soruda verilen sartlar: saglar.

2. Bir ABC iiggeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi aliniyor. AP, BP,C'P dogrularn BC,CA, AB
kenarlarii sirasiyla D, E', F' noktalarinda kesiyor. [BE 11 {izerinde bir ) noktas1 £ € [BQ)] ve

m(E/D\Q) = m(B/D\F) olacak sekilde alimyor. BE L AD ve |DQ| = 2|BD] ise m(F/D\E) = 60°
oldugunu gosteriniz.

Cozum 1:

FDNBP =T ve AT N BC = R olsun. Menelaus ve Seva teoremlerinden

BC BF AP BR

DC ~ AF PD DR
elde ederiz. Bu ise B, R, D,C noktalarinin harmonik oldugunu gosterir. AB, AR, AD, AC' dogrular
bir harmonik kalem olugturur ve buradan da B, T, P, E noktalar1 da harmonik olur. DT E {i¢geninde
E ve T koselerinden karsi kenarlara inen dikme ayaklarn sirasiyla U ve V olsun. [DP] yiikseklik
oldugundan EU,TV,DP dogrulari noktadastir. B,T, P, E noktalar1 harmonik oldugundan Seva
teoremini kullanarak

EV DU FEP EB

VD UT TP TB
elde ederiz. Yani B, U,V noktalar1 T'DFE ftic¢geni i¢in Menelaus teoremini saglar ve B, U,V noktadag
olur. T, U, V, E noktalar1 cemberdes oldugundan Z/TUB = ZTED ve buradan da ABUD ~ AQED
elde ederiz. Benzerlik oran1 BD/QD = 1/2 oldugundan UD/ED = 1/2 olur. EU L UD oldugundan
LUDE = ZFDFE = 60° olur ve ispat biter.




Cozum 2: Coziim 1'de oldugu gibi B, T, P, E noktalarimin harmonik oldugunu gosterebiliriz.
/FDB=/QDFE =«, ZPDT =3, ZEDP = 6 olsun. Buradan

sin o TD BT PT' sinfg TD
sin(a+pB+60) DE BE PE sinf DE

ve boylece
sin « sin 3

sin(a 4+ 3 +60)  sinf

elde ederiz. Trigonometrik dontigim uygulayarak

sina - sin 0 — % (cos(a — ) — cos(a + 0))
sin(a + B +0) -sin g = (Cos(a +60) —cos(a+ 25 +6))
buluruz. Buradan da
cos(a + ) = % (cos(a — 0) + cos(a + 28+ 6)) = cos(a + B) - cos(B + )

olur. 0° < a4+ <90° 0° < a4+ 6 < 90° ve DP 1 B(@ oldugundan

cos(a +83)  DQ

= =2
cos(ae +6)  BD

sonucuna ulagiriz. Son olarak cos(f + 60) =1/2 ve ZFDE = 4 6 = 60° olur ve ispat biter.

n

3. ay,as,... dizisi her n pozitif tam sayisi icin 5 ajny = n'Y sartin1 sagliyor. ¢ herhangi bir pozitif
i=1
C(ln _ Can—l
tam say1l olmak iizere, her n > 1 pozitif tam sayisi icin —————— oraninin tam say1 oldugunu
n
gosteriniz.

Coziim: n > 1 olmak iizere sorudaki esitligi n ve n — 1 i¢in yazip taraf tarafa ¢ikardigimizda

n—1

> (apzy—apna)) + a3 =n'" = (n—1)*°

i=1

elde ederiz. by = a; =1 ve her n > 1 i¢in b, = a,, — a,_; tamimlarsak, elde ettigimiz esitligi

Zb%:n (n—1)" :>Zb—n (n—1)"

iln in
seklinde ifade edebiliriz. Bu esitligin n > 1 i¢in gegerli oldugu gibi n = 1 i¢in de gegerli oldugu goriiliir.
Simdi, literatiirde bilinen p-fonksiyonunun tanimini hatirlayalim:

(n) {(—1)k n kare-bolensiz ve n nin asal bolen sayisi k ise
p(n) =

0 n kare-bolensiz degilse

Yine bilinen su teoremi hatirlayalim:



Teorem. z1,xo,... bir dizi olsun. Her n pozitif tam sayisi i¢in y,, = Zi‘n x; olmak tzere her n pozitif

tam sayisy i¢in
w0 =D nl) -y

saglanir. m > 1 ise, n nin asal bolenlerini py, pa, ..., py ile gosterirsek bu esitlik daha agik halde
xn:yn_yﬁ _“._yﬁ_’_ypfpz +‘..+ypk—71'1’k o

seklinde ifade edilir.

Simdi, >, b = n'% — (n — DY = (10n? — 45n® + ... — 45n? + 10n — 1) oldugunu biliyoruz, o halde
yukaridaki teoremden her n pozitif tam sayisi igin

b= 2t ((5)"-(-1")
—10-3" (i) - (%)9—45-2/4@%(%)8+---+10-Zu(i)-(%) ~ 3" (i)
iln

oldugunu goriirtiz. n > 1 igin, n nin asal bolenlerini py, po, ..., px ile gosterirsek, her r pozitif tam

say1sl i¢in
r 1 1
Sout- (3) <o (1= 2 ) (1- 1)
[ 51 by,

1 1 1 1
:¢(n)~nT1~(1+—+...+ T_1)~-<1+—+...+ T_l)
D1 P1 Pk P

ifadesini buluruz. Ayrica n > 1 oldugundan }_;, xi(i) = 0 olacaktir, o halde

b —¢(n)-<10n8H (1+1+ +i) — 45" [ [ <1+1+ +i> +... =4 ]] <1+1) +10>
n PR P p
oldugunu goriirtiz. Bu formiilden su iki sonucu ¢ikarabiliriz:

(i) Her n pozitif tam saysi i¢gin ¢(n) | b,. n = 1 igin agik ve n > 1 i¢in buldugumuz férmiilden
goriliyor.

(i) Her n pozitif tam sayisi igin b,, > 0, dolayisiyla a,, > n. Cinkii, by =1 > 0,by =292 > 0,b3 =
30— 210 1 >0,by =410 3102041 >0 dir ve n > 5 icin buldugumuz formiilden,

by, . ( 1 1) ( 1)
>n'-(10n—45 1+-4+...+—=)+...#n-(120n—45 1+-)4+10>0=10b,>0
p(n) ( 11 p P’ ( 11 p

oldugu gortliir.

n > 1 olmak tizere m nin asal bolenlerini ¢ yi bolenler ve bolmeyenler diye iki kiimeye ayiralim
ve n = m - s diye yazalim. Burada m sayisi, ¢ nin yeterince biiylik kuvvetlerini boler ve s ise
c ile aralarinda asaldir. Buna gore, ¢(n) | b, ve a,_1 > n — 1 oldugundan, m | ¢ | ¢*-1 ve
s]c?® —1]e?™ —1|c —1olur. Yani, n | %1 - (P — 1) = ¢ — %1 olur.



4. Bir ABC figgeninde A kosesine ait i¢ agiortay BC' kenarina teget olan dig teget cemberi D € [AE]
|AD| < |BC|?
|AE| = |DE|?

olacak gekilde D ve E noktalarinda kesiyor. oldugunu gosteriniz.

Cozum: BC = a, yar ¢evre uzunlugu u, A kosesinden gecen yiiksekligin uzunlugu h, ve BC' kenarina
teget olan J, merkezli dig teget cemberin yarigapi r, olsun. A, D, J,, E noktalar1 dogrudastir.

AD=AJ,— J,D=+/r?+u?—r,, DE=2r, AE=+/r2+u’+r,

elde ederiz. Yani

E‘BC2_G2 .‘/T2+u2+7*a a /7’2+U2+Ta

buluruz. ABC' ii¢geninin alani ah,/2 = r,(u — a) oldugundan h,/r, = 2(u — a)/a olur. J, ve A
noktalarindan BC' dogrusuna inilen dikmelerin ayaklar1 sirasiyla K ve L olsun. AL + J, K < AJ,
oldugu agiktir. Bu ise h, + 7, < /72 + u? anlamina gelir. Boylece

AD DE? 49?2 \/r2+u’—r, [2u r

Vri+ur+r, - he + 27, 2u
Tq

Ta a

elde ederiz. Son esitsizlikten dolay1 ispat biter. Esitlik A, L, K, J, dogrudag yani AB = AC iken
saglanir.



5. ay, a9, ag, ay pozitif tam sayilar: bir gember etrafina yan yana olanlar aralarinda asal olacak gekilde
dizilemiyor. 1,7,k € {1,2,3,4} ve i # j,j # k,k # i olmak iizere en ¢ok kag (7, j, k) swral tgliisii
(ebob(ai, a;))? | ai, sartin saglar?

Cozim : Cevap: 16.

(a1,a2,a3,a4) = (1,2,3,6) i¢in agagidaki 16 tane (a;, a;, a) licliislinii segebiliriz:
(1,2,3),(1,2,6),(1,3,2),(1,3,6),(1,6,2),(1,6,3),(2,3,6),(2,3,1),

(2,1,3),(2,1,6),(3,1,2),(3,1,6),(6,1,2),(6,1,3),(3,2,6), (3,2, 1).

17 adet ticli secilemeyecegini kanitlayalim. Toplam 4 - 3 - 2 = 24 adet sirali ticlii bulunur. Bu tigliileri
i, 7, k birbirinden farkh olmak tizere {(i,7, k), (j,k,4), (k,7,7)} biciminde 8 farkhi kiimeye ayirabiliriz.
17 tane tclu sectigimiz durumda Giivercin Yuvasi prensibinden bu kiimelerin en az birindeki tim
ticliileri segmemiz gerekir. Yani (aq, as, ag, as) iin bir permiitasyonu (a, b, ¢, d) olmak iizere

(ebob(a, b))* | ¢, (ebob(b,¢)) | a, (ebob(c,a))® | b

olmalidir. Bu durumda ebob(a,b) = ebob(b, ¢) = ebob(c,a) = 1 olmas1 gerektigini ispatlayacagiz. Bir
p asali ve negatif olmayan bir o tam sayisi i¢in p® || ebob(a, b) olsun. Bu durumda

p*®* | ¢ = p® | ebob(b,c) = p** | a = p“ | ebob(c,a)

— p** | b = p** | ebob(a,b)

olacagindan o = 0 olur. Yani ebob(a,b) = 1 dir. Benzer sekilde ebob(b, ¢) = ebob(c, a) = 1 oldugunu
gorebiliriz. Eger d sayisi a, b, ¢ sayilarinin ikisiyle aralarinda asalsa a, b, ¢, d sayilarini bir cember etrafina
yan yana olanlar aralarinda asal olacak bigimde dizebiliriz. (Oncelikle a, b, c sayilarin gember etrafina
rastgele koyariz. Ardindan d sayisim aralarinda asal oldugu iki sayinin arasina koyariz.) Bu durumda d
say1si a, b, ¢ sayilarindan en az ikisiyle aralarinda asal olmamalidir. Genelligi bozmadan ebob(b, d) > 1
ve ebob(c,d) > 1 varsayalim.

(ebob(b,d))* | a = ebob(a,b) > 1

(ebob(b,d))* | ¢ = ebob(b,c) > 1
(ebob(c,d))* | @ = ebob(a,c) > 1
(ebob(c,d))* | b = ebob(b,c) > 1

oldugundan (ebob(a,,a;))* | a sartim saglamayan en az 8 tane (i, j, k) ticliisit bulunur. Bu ise cevabin
16 dan biiytlik olamayacagini gosterir ve ispat biter.

6. Baslangicta masanm iizerinde birbirinden farkli 2018 kutu bulunuyor. Ik asamada Yazan ve
Bozan, ilk hamleyi Yazan yapmak tizere, sirayla 2016 sar hamle yapiyorlar ve her hamlede siras1 gelen
tahtada yazih olmayan bir kutu ikilisi secip tahtaya yaziyor. Ikinci asamada Bozan tahtadaki ikilileri
1 den 4032 ye kadar istedigi gibi numaralandiriyor ve k£ numaral ikilideki kutulara k ser top koyuyor.
Bozan, kutulardaki top sayilarinin birbirinden farkli olmasini garantileyebilir mi?

Coziim: Cevap: Bozan, kutulardaki top sayilarinin birbirinden farkli olmasini garantileyebilir.



Yazan, ilk hamlesinde tahtaya (A;, As) kutu ikilisini yazsin. Bozan ilk agamadaki hamlelerinde tahtaya
miimkiinse sadece A; kutusunu igeren kutu ikililerini yazarak tiim (A, 4;) i = 2,3, ..., 2018 ikililerinin
tahtaya yazilmasim garantileyebilir. Ikinci asamada Bozan, ilk énce A; kutusunu icermeyen 2015 kutu
ikililerini 1, 2, ..., 2015 sayilariyla rastgele numaralandirip bu numaralandirmaya gore kutulara toplar:
dagitiyor. A; kutusundaki top sayisi ¢(A4;) olsun. Genelligi bozmadan, bu iglem sonucunda

t(Ay) <t(A3) <--- < t(Azos)

oldugunu varsayabiliriz. Daha sonra Bozan ¢ = 2,3, ...,2018 olmak iizere, (A, A;) ikilisini 2014 + i
sayisiyla numaralandirip buna gore toplar1 dagitirsa,

t(Ag) < t(A3) < - < t(AQOlS)

olur. 7 = 2,3,...2018 olmak iizere her A; kutusuna en fazla 2016 kez top yerlestirilmistir ve bu
islemlerin sadece birinde yerlestirilen top sayist 2015 den fazla olmustur. Bu nedenle

t(Ay) = 2016 + 2017 + - - - + 4032 > 2016 - 2016 + 4032 > t(A;)

ve sonug olarak tiim kutulardaki top sayilar1 birbirinden farkhdir.



