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(oztimler

1. 25 gesit yemegiyle tinlii bir A koytlinde yapilacak bir diigiin i¢in 2017 kisinin yasadigi komsu B
koyiinden diigiine baz kigiler davet edilecektir. B kdytindeki her bir kigi bu 25 gesit yemekten en
az birini seviektedir ve her yemek i¢in B koyilinde o yemegi seven en az bir kigi bulunmaktadir. B
koytinden diigiine davet edilen kisilerin kiimesine, her bir yemek davet edilen en az bir kisi tarafindan
seviliyorsa, uygun davetli listesi diyelim. Her uygun davetli listesinden en az bir eleman iceren bir
kiimeye ise kamber grubu diyelim. Kendisi diginda hicbir altkiimesi kamber grubu olmayan herhangi
bir kamber grubundaki herkesin sevdigi bir yemek bulundugunu gosteriniz.

Cozim : Yemekler fi, fo, ..., fo5 olsun. Her 1 < ¢ < 25 i¢in F;, B koyiinden f; yemegini sevenlerin
kiimesi olsun. Lj, Lg,..., L, tim mimkiin uygun davetli listeleri olsun. Tanmimdan dolayr her
1 <i<25vel <j<nignF,NL;#@dir. Bir S kiimesi kamber grubudur ancak ve ancak
SN Lj#0her 1 <j<nign saglanir. Bundan &tiirdi, her F; bir kamber grubudur.

Kendisi diginda hicbir altkiimesi kamber grubu olmayan bir kamber grubu X olsun. F; C X
olacak gekilde en az bir ¢ bulundugunu gosterelim. Aksini varsayalim. O zaman her 1 < i < 25
icin F;,\X # (’dir. Her 1 < ¢ < 25 igin x; € F;\X olmak tlizere, L = {x1,%s,... 225} olsun.
Bu durumda her 1 < i < 25 icin L N F; # @ olur ve boylece L'nin bir uygun davetli listesi
oldugunu goriiriz. Fakat, tamim geregi L ve X ayrik kiimelerdir ve bu da X’in bir kamber
grubu olmasiyla gelisir. O halde F; C X olacak sekilde en az bir ¢ bulunur. Ote yandan F; de bir
kamber grubudur ve sonug olarak F; = X elde ederiz. Boylece X kiimesindeki herkes f; yemegini sever.

2. Kargilikli kenarlari paralel olmayan bir ABC'D dortgeninde AB ile C'D dogrular1 X de kesigiyor.
A merkezli r; yaricaplh cember ile D merkezli 7o yarigapl gember P ve ) da, B merkezli r; yaricaph
cember ile C' merkezli 7o yarigaplh cember R ve S de kesigiyor.

| XAl |XB|+7r;=|XC|-|XD|+r3
ise, P,Q, R, S noktalarinin ¢cemberdes oldugunu gosteriniz.

Coziim : M ve N sirasiyla [AB] ve [C'D] kenarlarinin orta noktalari olsun. [AB] ve [C'D] kenarlarinin
orta dikmelerinin kesigim noktas1 Y olsun.

XA -XB=XM?>—-AM? = XY? - AY?

XC-XD=XN?—-DN?=XY? - DY?



oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla verilen egitlikten otiirti
XY? —AY? 4+ 7] = XY?> -~ DY? + 15 = AY? — 1] = DY? — 1]

elde ederiz. O zaman Y noktasi, A merkezli r; yaricaph ¢ember ile D merkezli ro yaricapl ¢emberin
kuvvet ekseni iizerindedir. Bagka bir deyisle, Y noktasi P(Q) dogrusu tizerindedir. Benzer bicimde Y 'nin
RS dogrusu tizerinde oldugu da elde edilir. O halde YP-YQ = AY? —r} = DY? —rZ =Y R-Y Sdir
ve dolayisiyla P, @, R, S noktalar1 ¢gemberdestir. (AD ve BC’nin paralel olmamasindan dolay1 PQ ve
RS dogrulan farklidir ve bu ¢oztimde kullanilmigtir.)

3. n pozitif bir tam say1 olmak tizere aq1, ajs, . . ., ay, pozitif gergel sayilar her i, 7 € {1,2,...,n} i¢in

a;j - aj; = 1 kogulunu saghyor. ¢; = g ay; olmak tizere,

k=1
n
1
~—<1
=1 Gi
oldugunu gosteriniz.
n
Cozim 1 : Z — = c olsun. Simdi ¢ < 1 oldugunu gosterelim. Cauchy-Schwarz esitsizligine gore,
C,
j=1"
her 7 pozitff tam sayis1 ve xq, ..., x, gercel sayilar i¢in
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esitsizligi saglanir. Her ¢ ve j i¢in a;ja; = 1'dir. Buna gore, x; = cl alirsak her 7 i¢in (1)’ den
J

n

Qs 1
> 0_2] > CQ; (2)
j=1 7 ’

elde ederiz. Tim 7 sayilar: igin (2) esitsizliklerini toplarsak,
Z”:z":aij>022”:_1263 (3)
(L 2 T Ly
=1 ]:1 J =1

elde ederiz. Simdi

ifja—?—ifja—?—i(%fj@—i(éq)—ii—c o
i=1 j=1 G j=1 i=1 % j=1 % = j=1 % j=1 G

olduguna gore, (3) ve (4) esitsizliklerinden ¢ > ¢® gelir. ¢ pozitif olduguna gore, ¢ < 1 olur.



Esitlik durumu her (4, j) icin a;; = 1 iken elde edilir.

Cozum 2 : n lzerine timevarim uygulayacagiz. n = 2 durumunda a;2 = a alirsak, esitsizlik
1 1 1 1

— 4+ — = + = 1 egitligine dontisiiyor.

¢ ¢ l14a 1+4+1/a SIS Uy

Esitsizlik n = k i¢in dogru olsun: Zle Ci < 1. Esitsizligi n = k£ + 1 i¢in ispatlayalim. Cauchy-Schwarz
esitsizligine gore, her ¢,a,z € R icin (¢ +a)(Z + 1) > (z + 1)2. Bunu

! < ($—2+1) (z+1)7?

c+a c a

olarak yazalim. Buna gore, her x icin
k
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elde ederiz. Simdi = )7, a; 41 alirsak
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olur. Ispat tamamlanmigtir.

4. d(a) ile a pozitif tam sayisinin farkh asal bolenlerinin sayisini gosterelim. Her n pozitif tam sayis
icin kK —m = n ve d(k) — d(m) = 1 sartlarim saglayan k,m pozitif tam sayilarmin bulunabilecegini
gosteriniz.

Cozum : n sayisini bolmeyen en kiigiik asal say1 p olsun. O zaman p — 1 sayisinin her asal boleni
n sayisini bolecektir: d((p — 1)n) = d(n). Simdi £k = pn ve m = (p — 1)n sayilarinin kosgullar
sagladiklarim gosterelim: k —m = n ve d(k) — d(m) = d(pn) —d((p — 1)n) = (d(n) + 1) — d(n) = 1.

Coziim tamamlanmigtir.

5. Azalmayan bir xg,x1,...,To17 pozitif tam say1 dizisinde xqg = 1 ve x1,xa,..., Too17 altdizisi tam
olarak 25 farkl pozitif tam say1 igeriyor.

2017

le T — Ti_g) > 623
oldugunu gosteriniz. Esitligi saglayan d1z1ler1n sayisini bulunuz.

Coziim :. Bu problemin genel bir halini ¢ozelim. xg,zq,...,z, azalmayan ve pozitif tam sayilardan
olusan bir dizi olsun. xg = 1 olsun. xy, xs, ..., x, altdizisi m farkl tam say1 iceriyorsa

:E:: 1% i Ti— 2 :> 7712 -2

oldugunu gosteriniz.



Dizi azalmayan bir dizi oldugundan her i > 2 i¢in x; — x;_o — 1 > —1’dir. Ayrica x; —x;_ o — 1 = —1
esitligi x; = x;_1 oldugu sonucuna yol acar. Dolayisiyla her ¢ = 2,3,...,n icin

($i — Tj—2 — 1)(1’1 — 33'1'71) 2 0 (1)
esitsizligini elde ederiz. (1) esitsizligi
2

Tt — TiTio + Ty 1Ti—o — Tili1 = T — Tiq

esitsizligine denktir. Bu esitsizligi ¢ = 2,3, ..., n icin taraf tarafa toplarsak
n
le(:p, —xi9) > xy(1+ ) — 229
=2

elde ederiz. {x1, s, ..., z,} kiimesi m farkl sayidan olugtuguna gore

Tp,>T1+m—1

Tpo1 2> T +m—2

elde ederiz. Sonug olarak

n

le(ﬂfl — .CCZ‘,Q) > (1'1 +m — 1)2 — 2£L'1 (2)
(x1+m—1)2 =22, — (m* = 2) = (2, — 1)(z1 +2m — 3) > 0. (3)

bulunur. (2) ve (3) kullanilarak istenen esitsizlik ispatlanir.
Esitlik durumunda
onn=1z,=m, z,_1=m-—1

ve her 1 = 2,3,...,n igin
T; — Xji—9g = 1 veya IT; = X;_q

olmali. x,, # x,_1 oldugundan x,,_s = m — 1 elde ederiz. Her 2 < 5 < n icin
rp—xj1>1 = xj—xje>w;—xi>1, x5 F x5
oldugundan dolay: ardisik iki terim arasindaki fark en fazla 1 olabilir. Ilaveten,
Tj—Tj1=Tj1 —Tjo=1 = x;,—xj9=2>1 2,7z,

oldugu icin dizi terimlerindeki 1 artig ard arda olamaz. Ote yandan, dizinin terimlerindeki artig hep

0 veya 1 ise ve ayrica 1 artig ard arda yasanmiyorsa esitlik durumu elde edilir. Dolayisiyla, dizide

1 artigin goriildiigii yerlere gére saymaliyiz. z; — xj_; = 1 olan m — 2 tane j'yi {2,3,...,n — 2}

kiimesinden herhangi ikisi ardigik olmayacak sekilde se¢meliyiz. 1,2, ..., a sayillarindan herhangi ikisi

a—b+1
b

_ 1992
cevap (n rg) olur. Soruda n = 2017 ve m = 25 oldugundan, bu durumda cevap ( 93 )
m

ardigik olmayacak sekilde b tanesi ( farkli sekilde secilebilir. O zaman genel durumda

6. Her biri 2017 br uzunlugunda olan sonlu sayida ¢ubuk bir levhanin tizerinde dikey olarak gakili
halde bulunuyor. Bu ¢ubuklarin her birinin tizerinde serbestce kaydirilabilen bir boncuk bulunuyor.
Baz1 boncuk ikilileri lastik parcalariyla birbirlerine birlestirilmistir. Bu diizenekte ayrica, tiim lastik



parcalar iizerinde yiiriiyebilen bir adet Geng Karinca ve sadece uglarindaki boncuklarin yiikseklikleri
arasinda 1 br fark bulunan lastik parcalar tizerinde ytiriiyebilen bir adet Yagh Karinca bulunuyor.
Geng Karinca lastikleri kullanarak her boncuktan her boncuga ulagabiliyor.

Her boncugun yerden yiiksekliginin tam say1 oldugu ve her lastik parcasinin uclarindaki boncuklarin
farkl yiiksekliklerde bulundugu durumlara gecerli durum diyelim. Bu diizenekte en az bir gecerli
durum varsa Yagh Karincanin her boncuktan her boncuga ulagabildigi an az bir gegerli durumun
oldugunu gosteriniz.

Cozim: Soruyu cizge teorisi kavramlarini kullanarak yeniden formiile edelim: Bir ¢izgenin her bir
kogesi 0,1,...,2017 renklerinden birine, her kenarin ucglarindaki koseler farkli renkte olacak sekilde
boyanmig ise bu boyamaya dizgiin boyama diyelim. Bir diizgiin boyamada, x kosesinin rengi f(z) ile
gosterilmek tizere, herhangi a ve b koseleri igin, her ¢ = 1,...,n — 1 i¢in |f(z;) — f(z;11)| = 1 olacak
sekilde a = x1,x9,...,x, = b yolu bulunuyorsa bu boyamaya stuper dizgin boyama diyelim. Soruda
bizden gostermemiz istenen su soruya denktir:

Baglantilh bir G ¢izgesinin diizgiin boyamasi varsa, siiper diizgiin boyamasi da vardir.

G diizgiin boyanmig bir cizge olsun. G’nin siiper diizgiin boyamaya sahip en biiyiik alt cizgesi G,
olsun. Biz G; = G oldugunu gosterecegiz. Aksini varsayalim. Bir H ¢izgesinin kogeler kiimesi V' (H),
kenarlar kiimesi E(H) ile gosterilsin.

N (2 ) B(G) xeV (G1) wev (G- ([ f (@) = F()]) = | f(x0) — f(w0)]

olsun. Tanmmlara gore | f(zo) — f(yo)| > 1’dir. Ilk 6nce, f(xo) > f(yo) kabul edelim. G — G cizgesinde
f(yo) renkli koseleri f(xg) — 1 rengine ve f(xg)— 1 renkli kdseleri f(yo) rengine boyayalim. Bu yeniden
boyama igleminden sonra elde edilen boyamanin da diizgiin olacagin gosterelim: G — G alt ¢izgesinde
f(xo) — 1 ve f(yo) renkleri yer degistirmistir ve sonug olarak herhangi iki komsu koge farkl renklerde
olacaktir. Ayrica, |f(xo) — f(yo)| ifadesinin minimum olmasindan dolay1 yeniden boyamadan sonra
f(z) # f(y) kosulu tiim =z € G| ve y € G — Gy koseleri i¢in saglanacaktir. f(zg) < f(yo) simetrik
durumunda da G — G alt gizgesinde f(yo) renkli koseleri f(zo) + 1 rengine ve f(xo)+ 1 renkli kogeleri
f(yo) rengine boyarsak benzer sekilde diizglin bir boyama elde edecegiz. G ¢izgesine 1y, kosesinin ve
Yo ile GG; arasindaki tiim kenarlarin eklenmesiyle olusan ¢izge GGo olsun. Bu yeni boyama G i¢in bir
siiper diizgiin boyamadir ve G alt ¢izgesi Gy alt ¢izgesini kapsamaktadir, ¢eligki. O halde Gy = G’dir
ve bu da G’nin bir siiper diizgiin boyamaya sahip oldugunu gosterir.



