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Coztimler

1. Sonsuz ¢oklukta k pozitif tam sayisi i¢in

n? 4+ m?

=k
m*+n

olacak sekilde m ve n pozitif tam sayilarinin bulunmadigini gosteriniz.

Coziim 1: p = 3 (mod 4) bir asal say1 olmak iizere k = p? i¢in esitligi saglayan m ve n pozitif tam
sayilariin bulunmadigim gosterecegiz. Farzedelim ki bulunsun. p asali m?+n? yi boldiigii icin n = px,
m = py olmal. Denklemde yerine yazarsak z2 + y? = ply* + px elde edilir. Yine p | 22 + y? oldugu
icin x = pa, y = pb olmali. Bu sayilar1 da son denklemde yerine yazarsak

a? +b* =pPbtt +a = (b* —a) = (p°V* — a)(p’b* + a)

elde edilir. a,b,p pozitif tam sayilar olduklarindan, p3b? + a > b? + a > |b? — a| saglanir, dolaysiyla
bu carpimda egitligin saglanmasinin tek yolu iki tarafin da 0 olmasidir. Ancak bu durumda da
b? —a = p*b® — a = 0 gelir ve bu da p = 1 demektir, p nin asal olmasi1 kosuluyla celisir. Dolayisiyla
boyle m,n pozitif tam sayilar1 bulunmaz.

Coziim 2: Yine p = 3 (mod 4) bir asal say1 olmak iizere k = p? icin esitligi saglayan m ve n
pozitif tam sayilarinin bulunmadigini gosterecegiz. Farzedelim ki bulunsun. Esitligi

n? — p?n 4 (m? — p?mt) = 0
olarak yazarsak n’ye gore diskriminant tam kare olmali.
P+ ApPmt — am? = &2
Bu durumda p|(2m)? + s? olur ve m = px ve s = pt gelir. O halde
P2+ Aptat — 4a? = 12
elde edilir ve yine p|(2z)% + t? gelir. x = py ve t = pu olur. Tekrar p? ile sadelestirirsek
1+ 4pSy* — 49 = u?

bulunur. z = 2p? olmak iizere, y # 0 ve z > 2 oldugundan

(22 —1)% = 2%* — 2202 + 1 < 22" —4y® + 1 =® < 22" = (29°)?



elde edilir. O halde u? ardigik iki tam kare arasinda kalir ve celigki elde edilir.

Not: Benzer sekilde p?", r» € Z*, icin de m ve n pozitif tam sayilarmim bulunmadigr gosterilebilir.

2. Bir ABC figgeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi alimiyor. BPC' ii¢geninin ¢evrel ¢gemberine P
noktasinda icten teget olan wy ve digtan teget olan I'y ¢emberleri, ABC ii¢geninin ¢evrel gemberine
de sirasiyla A; ve A, noktalarinda icten tegettir. B, By ve (), (s noktalar1 da benzer sekilde
tanmimlaniyor. O noktast ABC' tiggeninin ¢evrel ¢ember merkezi olmak iizere, Ay Ay, By By, C1C5 ve
OP dogrularinin noktadag oldugunu gosteriniz.

Coziim: (ABC), (BCP) ve wy ¢emberlerinin kuvvet eksenleri noktadagtir, yani ws ¢emberine P ve
Aj noktalarindan ¢izilen tegetler BC' tizerinde kesigir. Bu nokta D olsun. DBA; ~ DA;C oldugundan

ﬁlACl = g fl = %’2}, bu esitlikleri carparak da (%)2 = % elde edilir. Benzer sekilde DBP ~ DPC
D

oldugundan, (%)2 = D—g elde edilir ve ffcl = % bulunur. Benzer sekilde, iAc% = % elde edilir,
dolayisiyla (ABC') gemberine A;, Ay den ¢izilen tegetler BC' iizerindeki D noktasinda kesigir. FE,
F' de benzer sekilde tanimlansin. Menelaus teoreminden dolay1r D, E, F' noktalar1 dogrudastir. Bu
dogrunun (ABC') ¢emberine gore kutup noktast M olsun. Boylece D, E, F noktalarinin her biri M
noktasinin kutup dogrusu iizerindedir ve La Hire Teoreminden dolay1 bu ti¢ noktanin kutup dogrular:
olan A, Ay, B1B,, C1Cy dogrular1 M noktasinda kesisir ve OM L DEF elde edilir. Son olarak, ABC
{icgeninin cevrel cemberinin yaricapr r olmak iizere, DP? = DB.DC = DO? — r? ve benzer sekilde
EP? = FO* —r? oldugu i¢cin DP?+ EO? = DO? + EP? bulunur. Bu da OP 1 DE demektir, boylece

OP dogrusu da M noktasindan gecer ve ispat biter.

3. Rakamlarmin biri 1, biri 2, ..., biri 9 olan 9 basamakli tiim sayilara dengeli say1 diyelim. Tim
dengeli sayilarin yan yana ve kiigiikten biiytige dogru yazilarak olusturdugu rakam dizisi .S olsun. S
dizisindeki k ardigik terimden olugan herhangi iki alt dizinin birbirinden farkli olmasini saglayan en
kiigiik k£ degerini bulunuz.

Coziim: Cevap 17.

Oncelikle, dizinin iki farkli yerinde gecen 16 uzunluklu bir alt dizi érnegi verelim. Bu dizideki ilk
iki dengeli say1
123456789123456798

oldugu i¢in 2345678912345679 alt dizisi bu sayilarin arasinda gecer. Simdi, 234567891 dengeli sayisinin
gectigi yere bakalim. Bu sayidan bir sonra gecen say1 234567918 olacagi icin, bu iki say1 yan yana
yer alir ve ilk saymin 9 basamagi, ikinci sayiin 7 basamagiyla olugan 16 ardigik terimin olugturdugu
alt dizi yine 2345678912345679 olur, boylece bu alt dizi 2 farkl yerde geger. Simdi, S dizisinde
17 uzunluklu herhangi bir alt dizinin iki farkl yerinde ge¢mesinin mumkiin olmadigin1 gosterelim.
Oncelikle bir gozlem ile baglayalim.

Iddia: Dy, D, sayilan S dizisindeki iki ardigik dengeli say1 olsun ve n < 8 bir pozitif tam say1 olsun.
D, sayisinin ilk k£ basamagimin olugturdugu sayr P; ve D, sayisinin ilk & basamaginin olusturdugu
say1 P, olsun. P; ve P, de gecen rakamlar birbirleriyle ayniysa P; = P, olmaldir.

fspat: Aksini varsayalim, P; ve P, de gecen rakamlar birbirleriyle aym fakat bu iki say1 birbirinden
farkli olsun. Bu iki sayimin ilk k£ basamak i¢inde birbirinden farkli oldugu ilk basamag: alalim. Bu iki
say1 ardigik oldugu icin, P; sayisinda bu basamak j ise, P, sayisinda bu basamak j + 1 olmahdir ve



k. basamaktan once yer almalilardir. Dolayisiyla, bu basamaktan onceki sayilar ayni olduklar: igin,
P, sayisinda j den sonraki rakamlarla yazilabilecek en biiyiik sayi, P sayisinda ise 7 + 1 den sonraki
rakamlarla yazilabilecek en kiiclik say1 yazilmigtir. Dolayisiyla, P, sayisinda bu basamaktan sonraki
en biiyiik rakam en sonda, P; sayisinda ise j nin hemen yanindadir. Dolayisiyla, bu en biiyiik rakam
P, sayisinin ilk £ basamaginda yer alacak fakan P sayisinin ilk £ basamaginda yer almayacaktir, bu
da rakamlarin ayni olmasi sartiyla celigir. Dolayisiyla P, = P, olmalidir. [

17 uzunluklu bir alt dizinin iki farkli yerde gectigini varsayalim. 17 ardigik rakamdan olusan her
alt dizi, icinde bir dengeli sayinin tamamini igcermek zorundadir, aksi halde iki dengeli sayiy1 kismen
icererek en fazla 8 +8 = 16 basamaga sahip olabilirdi. Bu alt dizinin gectigi iki farkl yeri alalim ve bu
iki basamak dizisinde biitiin halinde yer alan dengeli sayilar1 inceleyelim. Bu sayilar K; ve K, olsun.
Tki farkl yerdeki diziye baktigimiz icin, K ve K5 ayni say1 olamazlar. Ayrica, bu iki sayimm paylastigi
ortak basamaklar olmalidir, aksi halde ayrik olsalardi bu dizinin uzunlugu en az 9 + 9 = 18 olurdu.
Bu iki sayiin paylastigi basamak dizisi uy olsun. Iki rakam dizisi @ ve b nin birlegimiyle olugan diziyi
alb ile gosterelim. Genelligi bozmadan, Ky = uq|uy ve Ko = us|ug olsun. Boylece, uq|ug|us dizisi her
iki yerde de gecer. Ayrica, u; ve us sayilarinin her ikisi de us de olmayan tiim rakamlardan olustugu
icin, bu iki sayinin igerdigi basamaklar ve uzunluklar1 birbirleriyle aynidir.

K, sayisini igeren diziyi inceleyelim. K7 = wuql|ug, ilk basamaklar1 u; olan bir dengeli sayidir ve
bundan hemen sonra gelen dengeli say1 da ilk basamaklari u3z olan bir dengeli sayidir. Dolayisiyla,
iddiamiz geregi u; = ug olmalhidir.

Simdi de K, sayisi igeren diziyi inceleyelim. Ky = wus|us seklindedir ve bundan hemen &nce
gelen dengeli say1 u; ile bitmektedir, bu say1 v|u; olsun. Dolayisiyla, v|u; ve ug|us ardigik iki dengeli
sayidir. w; = wgz oldugu ic¢in v ve us sayisinin basamaklar: birbirleriyle aynidir, dolayisiyla iddiamiz
geregi v = uy olmalidir. Bu durumda, v|u; = us|us elde edilir fakat ardigik iki dengeli say1 birbirinin
aynisi olamaz. Dolayisiyla 17 basamakl herhangi bir alt dizi iki farkl yerde gecemez.

4. Baslangicta tahta tizerinde her birinin 31 koordinati olan 31 adet

(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)
31-lileri yazilmigtir. Her iglemde, tahtada bulunan (ay, as, ..., as1) ve (b1, be, ..., bs1) 31-lileri segiliyor
ve (a1 + by, as + ba, ..., az; + bz1) 31-lisi de tahtaya yazliyor. En az kag iglem sonucunda tahtada
0,1,1,...,1), (1,0,1,...,1), ..., (1,1,1,...,0)

31-lilerinin tiimii yer alabilir?
Cozim. Cevap: 3-31 — 6 = 87.
n > 3 olmak tizere, baslangicta tahta iizerinde her birinin n koordinati olan n adet
(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)
n-lisi yazildigi durumda cevabin 3n — 6 oldugunu gosterecegiz.
Ik 6nce 3n — 6 islemin yeterli oldugunu iki farkli sekilde gosterelim. i. koordinati 1 ve kalan

koordinatlar1 0 olan n boyutlu vektor v}, i. koordinat1 0 ve kalan koordinatlar1 1 olan n boyutlu
vektor ise u] olsun.



Yontem 1. n tizerinden tiimevarim. n = 3 durumunda v3 + v3, v3 + v3 ve v5 + v3 iglemleri sonucunda

gereken u3, u3 ve u3 vektorleri elde ediliyor. n = k durumunda 3k — 6 iglemin yeterli oldugunu

varsayalim. n = k + 1 olsun. Ilk islemde v; ™" ve vjf] vektdrlerini toplayarak vy ™ + vt = wit!,

vektoriinii elde edelim. Tiimevarim varsayimina gore, vf, v5, ... vF | ve vf vektorlerinden 3k — 6 iglem

sonucunda ¥, uk, ..., uf_, ve uf vektorleri elde ediliyor. v yerine v¥*!, v& yerine v§™, ... vf_ yerine

k+1 . k+1 . . 1 k1 k+1 k+1 -
vy ve vy, yerine wy . alip aym 3k — 6 islemi uygularsak vy, vy, L v ve wy ) vektorlerinden

uytt ubtt L ufT ve son iki koordinati 0 olup kalan koordinatlar: 1 olan wyt! | vektérii elde ediliyor.

k1, -kl k41 |kl s o k41 k+1 . 1
Son olarak vy + Wy ve vy + Wy, islemlerini uygularsak wpT ve wyy vektorleri elde edilir.

Sonug olarak 1+ (3k — 6) + 2 = 3(k + 1) — 6 islem sonucunda gereken uf™', uf™, ... uf™ ve ujt]
vektorleri elde edildi.
Yontem 2. Once Ay, Ay_o,s0nra By, ..., B, s vesonolarak C1, ..., C,_s islemlerini uygulayacagiz:

Ap o+l = s(1,2).

Ayt u(1,2) + 0 =s(1,2,3).

Aps:iu(l,2,...,n—=3)+ v ,=5s(1,2,...,n—2).
Apo:u(l,2,...,n=2)+0" ; =s(1,2,...,n—1) =u".
By v, +v!'_ =t(n—1,n).

By:tin—1,n)+v! o, =tn—2,n—1,n).

Cho:s(1,2,...,n—2)+ v =ul

n—1-

Bu (n—2)+ (n—2) + (n — 2) = 3n — 6 iglem sonucunda uf, u}, ..., ul vektorlerinin hepsi elde edildi.



Simdi ise en az 3n — 6 iglemin gerekli oldugunu gosterelim. n > 3 olmak tizere, n boyutlu vektorler
icin gereken en az iglem sayisi f(n) olsun. Tiimevarimla f(n) > 3n — 6 oldugunu gosterelim.

n = 3 durumunda f(3) > 3 oldugu agiktr.

Timevarim varsayimi n = k i¢in dogru olsun: f(k) > 3k — 6. n = k igin yapilan iglemleri inceleyelim.
fulljﬂ vektoriiniin ilk kez kullanmildigi islem A olsun: A igleminde v’,jﬂ ve en az bir m # k + 1 igin m.
koordinat1 0 olmayan bir r(m) vektorii toplanmigtir. Sadece m. koordinat 0 olan vektorii elde etmek
i¢in v,ﬁfﬂ en az bir kez daha kullanilacaktir, bu islem de B olsun. Bir C' igleminde de sadece k + 1.
koordinat1 0 olan vektor elde edilecektir. A, B, C' islemlerini yapmayip, kalan iglemlerde de sonuncu
koordinat: silersek n = k igin gereken vektorleri elde ederiz. Demek ki f(k+ 1) —3 > f(k) > 3k —6

ve buradan da f(k+1) > 3(k+ 1) — 6.

5. 23 gergel sayidan olusan bir kiimenin, bog olmayan ve elemanlarinin ¢arpimi rasyonel say1 olan alt
kiimelerinin sayisi tam olarak 2422 olabilir mi?

Coziim: Cevap: Evet.

n bir pozitif tam say1 olmak iizere, bu kiimenin elemanlari ¢ = 0,1, ..., 22 icin 2% olsun. Her bir pozitif
tam sayr 2'nin farkli kuvvetlerinin toplami olarak tek tiirlii yazilabilir. Bu sebeple, elemanlarinin
carpimi rasyonel olan kiimelerin sayis1 1'den K = 22 — 1’e kadar olan tam sayilardan n ile tam
boliinenlerin sayisina egittir. Bu say1 da L%J sayisina esittir. Bu sayisinin 2422 olmas: ise,

Kl 9490 s o499 < B Cogog s B
nl = = 2423 =" = 2422

olmasia denktir. K/2422 — K /2423 > 1 iken sarti saglayan bir n pozitif tam sayist bulunur.
2422 - 2423 < (2"v/2 — 1)? < 2 — 1 = K oldugu icin buna uygun bir n vardir ve bu n icin sorudaki
sart saglanir.

6. Bir ABC fii¢geninin Bg’, AC, AB kenarlan iizerinde sirasiyla D, F, F noktalarn DE || AB,

|BD| |AB|
DF || AC ve DC| ~ |ACT?
ikinci kez R noktasinda ve ABC' {i¢geninin ¢evrel gemberine A noktasindan ¢izilen teget ile ikinci kez
S noktasinda kesigiyor. E'F dogrusu, BC ve SR dogrular ile sirasiyla L ve T" noktalarinda kesigiyor.
SR dogrusunun [AB] dogru pargasini ortalamasi i¢in gerek ve yeter kogulun BS dogrusunun [T'L]
dogru parcgasini ortalamasi oldugunu gosteriniz.

olacak sekilde aliniyor. AEF' {i¢ggeninin ¢evrel ¢cemberi, AD dogrusu ile

Coziim: Sorudaki sarttan dolay1 AD simedyandir. Ucgenin kenar uzunluklar a,b,c olmak iizere,
AF/FB =CD/DB = b*/c* oldugu igin AF = b*c/(b* + ¢*) ve benzer sekilde AE = ¢*b/(b* + ¢) elde
edilir. Buradan da AE.AC = AF.AB gelir yani B, E, C, F ¢gemberdeg bulunur. (ABC') ¢emberine T,
(AEF) gemberine w diyelim. AD ile I' ikinci kez @ noktasinda kesigsin. AS N BC = P olsun. I' ve
w ¢emberlerinin A dan farkli kesigsim noktasit M olmak tizere, bu iki gember ve (BC'EF') nin kuvvet
eksenleri noktadagtir, bu nokta AM N EF N BC' = T olsun. A noktasindan BC' ye ¢izilen paralel I
ile ikinci kez A’ noktasinda kesigsin. /C = ZAFE = /ZFAA’ oldugundan AA’ ve w tegettir.

Simdi, M merkezli ve F' — B, £ — C gotiiren ¢ spiral homotetisine bakalim, w ¢emberini I' ya
gotlirecegi icin S — A, A — A’ ve R — @ olur. A(Q simedyan oldugundan I" ¢cemberinde @ ve A
dan ¢izilen tegetler BC' iizerinde kesisiyor, dolayisiyla o altinda w ya R ve S den gizilen tegetler EF
tizerinde kesisecek. Ayrica, DEF cemberi ile BC' dogrusu teget oldugu icin TD* = TE.TF = TB.TC



elde edilir, (P,D;B,C) = —1 oldugu i¢gn de T noktast PD nin orta noktast bulunur. AA’ ve BC
paralel oldugu i¢in de (AP, AD; AT, AA’) = —1 harmonikligini w ya yansitirsak (S, R; M, A) = —1
gelir, yani S ve R den ¢iziler AM fizerinde de kesigir, bu durumda iki dogrunun kesigimi 7" noktasidir.

Béylece p,(T) = SR olur, AM ve EF dogrular1 T noktasinda kesistigi igin Brokard Teoremi
sebebiyle AF ve EM, kutup dogrusu olan SR tzerinde kesisir. Yani AB, EM, SR noktadastir,
ayrica L noktasi kutup dogrusu SR iizerinde oldugu i¢in (7, L; F, E) = —1 olur. Ayrica, w tizerindeki
(S,Q; A, M) = —1 harmonikligi ¢ altinda (A, Q; M, A’) = 1 harmonikligine gider, yani A’, M, P
dogrusaldir ve A’M N AQ = V dersek (P,V;M,A’) = —1 olur. Son olarak, AA’ || BC, o altinda
SA || EF olur ve (S, R; M, A) = —1 harmonikligini S {izerinden w ya ¢ekip EF dogrusuna yansitarak,
W = SM N EF olmak tizere (SS5,SR; SM,SA) = (T, L;W,o0opr) = —1 elde edilir yani W, T'L nin
orta noktasidir.

Simdi, sorudaki sartlar yorumlamaya gecelim. Iki sartn da /B = 2/C veya 180 + /B = 2/C
olmasina denk oldugunu gosterecegiz. Bu iki durum, yalmizca /B > ZC veya /B < ZC' olmasi
ile iligkilidir ve tamamen aym sekilde coziilebilir, biz /B > /C durumunu inceleyecegiz. Oncelikle,
ZAMA' = B — C olmasi ¢ altinda Z/SMA = B — C verecektir, ayrica ZAMFE = /AFE = C olur.
B = 2C olmasi sirasiyla agagidakilere denktir:

1. B=2C < /SMA+ ZAMB =B — C + (180 — C) = 180 & B, M, W, S dogrusal
2. B=2C0& /AMA =B—-C=C=/AME & P, M, E, A" dogrusal

Ik sarttan dolayi, BS nin [TL] yi ortalamast B = 2C olmasma denktir. AB, SR, EM
noktadaghgimmdan dolay: ise SR nin [AB] yi ortalamasi ile EM nin [AB] yi ortalamasi birbirine denktir.
EM nin [AB] yi ortalamasi ise (EA, EB; EM, ED) = —1 olmasina, bunu da BC' dogrusuna yansitinca
E, M, P nin dogrusal olmasina denktir. 2. sarttan dolay1 da bu B = 2C olmasina denktir ve boylece
soruda istenen gosterilmis olur.



