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Coziimler

1. n > 1 bir tam say1 olmak iizere, {1,2,...,n*} kiimesinin k& elemanh her alt kiimesinde 2? | y
olacak sekilde x ve y elemanlar: bulunuyorsa, k£ nin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

Coziim : Cevap: n? —n + 1.

Coziim 1: {n +1,n+2,...,n%} kilmesinde 2|y olan x ve y elemanlar1 bulunmaz. O halde
E>n?>—n+1.

Farzedelim ki n? —n + 1 elemanli olup z%|y olacak sekilde x ve y icermeyen en az bir altkiime
bulunsun. Bunlardan elemanlar1 toplami en biiyiik olan A ve mingeaa =m olsun. m=1€ A
olamayacagl agik. |A| = n? — n + 1 oldugundan m < n’dir ve dolaysiyla m? < n*dir.
B = (A\{m}) U {m?} kiimesini ele alahm. B’de z%|y olan x ve y varsa, x = m?* veya
y = m%dir. m*|y olsaydi, m?|y olurdu ve bu A'nin se¢imi ile celisir. z%|m? olsaydi, z|m ve
x < m olurdu ve bu da m’nin se¢imiyle c¢eligir. O zaman B de ayni kogulu saglar. Ancak,
1 < m oldugundan B’nin elemanlari toplami A’nin elemanlari toplamindan daha biytiktiir,

celigki.

Coziim 2: {n+1,n+2,...,n*} kiimesinde x|y olan x ve y elemanlar1 bulunmaz. O halde
k>n?>—n+1.

n? —n + 1 elemanh bir altkiimede z?%|y olan x ve y bulundugunu ispatlayalim. Oncelikle, her

1 <4 < n igin i?|y; olacak sekilde farkh n < yi,¥s,...,y, < n? tam sayilarinin bulundugunu
gosterelim. Timevarim ile gosterecegiz. n = 2 icin, y; = 3 ve yo = 4 saglar. n =r > 2
icin kosullar1 saglayan v, ...,y, bulunsun. y; = r + 1 olan ¢ yoksa y,.; = (r + 1)? alinz ve

kosullar saglanir. y; = r + 1 olan ¢ varsa, i*|r + 'dir. y; = r(r + 1) ve y,41 = (r + 1)? alirz
ve tiim sartlar saglanir. O zaman n? — n + 1 elemanh herhangi bir altkiimede giivercin yuvasi
prensibinden dolay1 en az bir ¢ i¢in ¢ ve y; bulunur.

Coziim 3: {n+1,n+ 2,...,n*} kilmesinde x|y olan x ve y elemanlar1 bulunmaz. O halde
k>n?>-n+1.

n?—n+1 elemanh bir altkiimede z2|y olan z ve y bulundugunu ispatlayalim. S = {1,2,... n?}
olsun. S’de tam kare olmayan sayilar a;,as,--- ,a, olsun. m = n? — n oldugu aciktir. Her



i=1,...,mic¢n S; = {a : ke ZTU{0}} NS olsun.

i # j iken S; NS; = 0 oldugunu gosterelim. a?k = a?l olsun. Genelligi bozmadan k > [
varsayalim. k = [ olsaydi, a; = a; yani ¢ = j olurdu. O halde k¥ > [. O zaman a?kil = a; olur
ve bu da a;'nin tam kare olmas1 demektir, geligki.

S’de 1’den farkli her elemanin bir S;’ye ait oldugunu gosterelim. = € S ve z > 1 olsun. 27 nin
e . 1 .
tam say1 oldugu en biiyiik negatif olmayan k& tam sayisi r olsun. O zaman z2" bir tam sayidir
o1 e 1 .
ve tam kare degildir. Dolayisiyla S’de yer alir ve a; = 2" olan ¢ vardir. O halde x € S; olur.

n? —n+1 elemanh bir altkiimede 1 yer aliyorsa kosul acikca saglanir. 1 yer almiyorsa, giiversin

yuvasi prensibinden dolay1 en az bir S; i¢in bu kiimede S;’den iki eleman vardir ve bu iki say1
kosulu saglar.

2. Dar agili bir ABC' {i¢geninin i¢ bolgesinde diklik merkezinden farkli bir P noktasi aliniyor.
A dan BP ve CP ye indirilen dikme ayaklar1 sirasiyla D ve E, P den AB ve AC ye indirilen
dikme ayaklar1 sirasiyla F' ve G dir. [AP] dogru parcasimin orta noktast X olmak tizere, DF X
ve EGX tggenlerinin g¢evrel ¢emberlerinin ikinci kesisim noktasi BC' iizerinde yer aliyorsa,
AP 1 BC veya PBA = PCA oldugunu gosteriniz.

Coziim : [BP] ve [CP] nin orta noktalar sirasiyla Y ve Z olsun. [BC], [C'A], [AB] nin
orta noktalar1 sirasiyla K, L, M olsun. PAB ve PAC iiggenlerinin dokuz nokta ¢emberlerini
diiglintirsek, (DFX) ve (XY M) aym c¢ember olur, (EGX) ve (XZL) aym ¢ember olur.
(XY M) ve (XZL) gemberlerinin BC tizerindeki kesisim noktasi 7" olsun.

Paralellikleri kullanarak acilar1 yazarsak,
YTZ =YTX +ZTX = 180°—~ Y MX +180°— ZLX = 360°— XPY — XPZ = BPC =YKZ

olur. Dolayisiyla, T' noktasi (Y KZ) tizerindedir, bu da 7" noktasinin PBC' ii¢geninin dokuz
nokta gemberi iizerinde oldugunu gosterir. Buradan, T'= K veya PT 1 BC buluruz.

e ' = K olsun. Paralelliklerden, PBA = ABC — PBC = LKC — ZKC = LK Z bulunur.
(XLZK) gemberinden ve paralellikten PCA = LCZ = LXZ = LK Z elde ederiz. Sonug

—

olarak, PBA = PC'A olur.

e PT L BColsun. MTY = MXY = MBY veY B = YT oldugunu kullanarak M B = MT
elde ederiz. Siiper ticliden, AT B = 90° olup, AP 1. BC bulunur.

3. z,y, z pozitif gercel sayilar olmak tizere,

L e RO [)

ifadesinin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.




Co6ziim : Cevap: 1+ 2v/2. Esitlik 2 = 2,y = /2, 2 = 1 iken saglanr.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden

\/(x+y+2) G+§+£) z1+\/§+\/§
fervea ey e il ()

elde ederiz. AGO egitsizliginden
2\/E + \/2 > 24/2
x z

olur. Bu ¢ egitsizligi taraf tarafa toplarsak

2\/(x-l—y+z) (é+$+%)—\/(1+g) <1+g) >1+2v2

ve

elde edilir.

4. p bir asal say1 olmak tizere,
28P — 1

2p2 +2p+1

bir tam say1 ise, 2p? + 2p + 1’in pozitif tam bolen sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.
Coziim :. Cevap: Sadece 2.

p = Ticin 2p® +2p+ 1 = 113 olur ve 28" =1 (mod 113)’tiir. 113 asal say1 oldugundan pozitif
tam bolen sayis1 2’dir.

2p? + 2p + 1’in bir asal say1 oldugunu gosterirsek ispat biter. Farzedelim ki 2p* 4+ 2p + 1 asal
say1 olmasin. Bu saymin en kiigiik asal boleni ¢ olsun. O halde ¢* < 2p* +2p + 1 < (2p)?
oldugundan ¢ < 2p elde edilir.

q 128 oldugu aciktir. Fermat Teoreminden 287! = 1 (mod q) elde edilir. Ote yandan 28° = 1
(mod ¢)’dur. 28’in (mod ¢)’daki derecesi d olsun. O halde d|p ve d|q — 1'dir. d|p oldugundan
d = p veya d = 1'dir. d = p olsaydi p|q — 1 olurdu. ¢ < 2p oldugundan ¢ = p + 1 olmali ancak
bu sadece ¢ = 3 ve p = 2 i¢in olabilir. Fakat p = 2 icin ifade tam say1 degildir. Sonug olarak
d = 1 olmali. Bu durumda ¢|27’dir ve dolayisiyla ¢ = 3 bulunur. Ote yandan 32p% +2p + 1
kosulunu saglayan bir p asal sayisi yoktur, celigki. Demek ki 2p? 4+ 2p + 1 bir asal sayidir.

5. Her x gercel sayis1 i¢in |P(x)| = a|,2) olacak sekilde bir ag,ay,as, ... tam say1 dizisinin
bulunmasini saglayan tiim gercel katsayili P polinomlarini bulunuz.



Not: x bir gergel sayr olmak tizere || ile x den biyik olmayan en biiyik tam saywy gosteriyoruz.

Coziim : Cevap: Herhangi bir ¢ gercel sabiti i¢in P(z) = ¢ veya p,r tam sayilar ve p > 0
olmak fizere P(z) = £4L,

p
Oncelikle | P(z)] = aj,2| = | P(—z)] oldugundan |P(z)— P(—z)| < 1 olur. Fakat P(z)—P(—x)
ifadesi de bir polinom olup aldigr degerler sinirli oldugundan P(z) — P(—x) = 0 olur. Yani bir
@ polinomu igin P(x) = Q(z?). Sorudaki kosul @ cinsinden goyle yeniden ifade edilebilir:

Negatif olmayan her x gercel sayisi icin |Q(x)] = a|4). (1)
@ polinomu sabitse (dolayisiyla P sabitse), Kogul (1) sabit bir ag,ay,... dizisi i¢gin saglanir.
(ozlimin geriye kalan kisminda () nun sabit olmadigini kabul edelim.
Simdi Q(x) € Z olacak sekilde yeterince biiyiik pozitif bir x alalim. Yeterince kiigiik bir € > 0
icin |z + €] = |z] oldugundan |Q(x + €)| = Q(x) olmahdir. Ozel olarak Q(z + €) > Q(xz)
oldugu goriiliir, yani ) azalan degildir. Dolayisiyla () nun bas katsayisi1 pozitiftir. Simdi
|Q(z —¢)] = Q(x) — 1 olmas1 gerektigi goriliir, yani |x — €| # |x] olmahdir. Dolayisiyla
x € Z olmahdir.

Bu bulgulardan hareketle sunlara ulagiriz:

e 1 yeterince biiytlik bir pozitif tam say1 olmak tizere n < x < n+1 olan x degerleri igin Q(z)
tam say1 degildir. O halde, Q(n+1) < Q(n)+1 olur, yani Q(n+1)—(n+1) < Q(n)—n olur.
Dolayisiyla der(@)) = 1 olmalidir, ¢iinkii aksi halde Q(z) — z polinomunun bas katsayis
@ ile aym olup pozitif olurdu, yani Q(x) — x polinomu yeterince biiyiik x degerleri i¢in
artan olurdu.

e Q(x) = ax+ b olmak iizere yeterince bityiik tiim N pozitif tam sayilar: i¢in % € Z, yani

12 cZ. Yanipe Z* ver € Z olmak iizere Q(z) = £+ formundadur.

Yukanidaki gibi Q(z) = ** olmak iizere a, = [**] dizisi i¢in Kosul (1) saglamr. Sonug
olarak erhangi bir ¢ gergel sabiti i¢in P(z) = ¢ veya p,r tam sayilar ve p > 0 olmak iizere

P(z) = £+ polinomlar elde edilir.
p

6. Bir cember tizerindeki 2021 noktadan her biri 1,2, ...,k renklerinden birine boyanmigtir.
Her nokta ve her 1 < r < k rengi i¢in bu noktay1 iceren ve iizerindeki noktalarin en az yarisinin
r renginde oldugu bir yay bulunuyor. Buna gore, k£ nin alabilecegi en biiylik degeri bulunuz.

Coziim : Cevap: 2.

Cember iizerindeki 2021 noktayr her noktanin en az bir komsusu kendisiyle ayni renkte
olmayacak gekilde 2 renge boyarsak kogullar saglanir.

Simdi £ < 3 oldugunu gosterecegiz. Her yayi, bu yayin icindeki u¢ noktalarla temsil edecegiz:
tizerindeki noktalar saat yoniinde sirasiyla A, B, ..., Z olan yay (A, Z) olarak igaretlenecektir.
Bir r rengi ve r rengine boyali olmayan herhangi bir A noktas i¢in kosullar1 saglayan yaylardan
en az sayida nokta iceren yay l4(r) = (B, C) olsun.



Gozlem 1. la(r) = (B,C) ise ya (B,C) = (B, A) yada (B,C) = (A, C) olacaktir.

Aksini varsayalim. (B, A) yayindaki nokta sayis1 m, r rengine boyal nokta sayisi ise b, (A, C')

b 1 1
yayimdaki nokta sayisi n, r rengine boyali nokta sayisi ise ¢ olsun. O zaman — < 5 ve < < 5
m n
olur. Buradan 2b < m — 1 ve 2¢ < n — 1 gelir. Buna gore,
b 1
2b4+2c<m+n—2<m+n—1 vesonug olarak _ote < =
m+n—1 2

elde edilir. Bu da l4(r) = (B, C) yaymin kosullar sagladig ile geligiyor.

Simdi genelligi bozmadan r rengi ve r rengine boyali olmayan herhangi bir A noktasi ic¢in
la(r) = (A, C) olsun. Tamimlara gore, C' noktas r rengindedir.

Gozlem 2. (A, C) yaymdaki nokta sayisi n, r rengine boyali nokta sayisi ise ¢ olsun. O zaman
c 1

n 2
1
Aksini varsayalim: € > 3 olsun. O zaman 2¢ > n ve 2¢ > n + 1 olur. Buna gore,
n

c—1
—1

2c—2>2n—-1 ve >

3
N | —

elde edilir. Bu da (A, C') yaymin en az sayida nokta igeren yay olmasi ile geligiyor.

Gozlem 3. r rengi ve r rengine boyali olmayan A ve B (A # B) noktalar igin I4(r) = (4, C)
ve lg(r) = (B, D) olsun. O zaman C # D.

Aksini varsayalim: C = D olsun. Genelligi bozmadan Genelligi bozmadan B € (A,C)
oldugunu varsayalim. A noktasindan saat yontinde ilerlerken B den onceki nokta T olsun.
Gozlem 2 ye gore, AC' yayinda r renkli noktalarin orani ile BC' yayinda r renkli noktalarin

orani 3 dir. Buna gore (A,T') yaymda da r renkli noktalarin oran1 — olacaktir. Bu ise, (A, C)

yaymin A noktasi ve r rengi icin kosullari saglayan ve en sayida nokta iceren yay olmasi ile
geligiyor.

k > 3 olsun. O zaman en fazla 673 noktanin boyali oldugu bir renk vardir, bu renk 1
olsun. 1 rengine boyali olmayan her A noktasi igin Gozlem 1 e gore, [4(r) yay1 ya (A, F) ya
da (F,A) seklindedir (£ ve F noktalari 1 rengindedir). Goézlem 3 e gore, 1 rengine boyali
her nokta bu tiir yaylardan en fazla ikisinin ug¢ noktasi alabilir. 1 rengine boyali olmayan
nokta sayisi en az 1348 ve 1348 > 2-673 olduguna gore, celiski elde edilir. Ispat tamamlanmigtir.



