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18. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Sinavi A

Bir ABC egkenar ili¢geninin i¢ bolgesindeki bir D noktasi igin
m(BAD) = m(ABD) = 5° ve dig bolgesindeki bir £ noktas: igin de,
m(CAE) = m(ACE) = 5° ise, m(EDC) kagtir?

Cevap: 35°. AABD ~ AACE ve |AB| = |AC| oldugundan AABD =
AACE ve buradan da |AD| = |AE] olur. ZDAFE = ZBAC = 60°
oldugundan ADFE egkenar tiggendir. Buradan da ZAED = 60° ve
£ZDEC = 110° elde ederiz. Ayrica |[ED| = |EA| = |EC| olur. |ED| =
|EC| oldugundan ZEDC = 35° olur.

y? — 2? = 2y + Tx + 4 esitligini saglayan kag (z,y) pozitif tam say:
ikilisi vardir?

Cevap: 1. Verilen ifade 4 ile garpildiginda (2y — 2)? — (2z + 7)? =
—29 = (2y — 2z — 9)(2y + 2z + 5) olarak yazlabilir. x ve y pozitif
tam sayilar oldugundan (2y + 2z + 5, 2y — 2z — 9) ikilisi (29, —1) veya
(1,-29) olabilir. (2y + 2z +5) — (2y — 22 — 9) = 42 + 14 oldugundan
x =4 gelir. (2y+22+5)+ (2y — 22 —9) = 4y — 4 > 0 oldugundan
yalnizca y = 8 bulunur. Tek ¢oziim (4, 8) dir.

2 +2y = 2ay
4+ 2%y = y?
denklem sistemini saglayan kag (x,y) gercel say ikilisi vardir?

2

Cevap: 3. Birinci denklemdeki y = 5 ‘ 5 ifadesini ikinci denkleme

yazarsak
2 2
3,2, v X 2
v s~ Gy o)
elde ederiz. Buradan x = 0 ¢oziimii gelir. x # 0 durumunda ise

622 — 11lx +4 =0 olur ve x = 1/2, x = 4/3 ¢oztimleri gelir. Coziimler
denklem sistemi sagliyor.

Rakamlarinin faktoriyellerinin toplami kendisine esit olan 2010 dan
kiiclik kag pozitif tam say1 vardir?

Cevap: 3. Tek basamakli sayilardan sadece 1 ve 2 kosullar
sagliyorlar. 5! = 120 oldugundan kogulu saglayan iki
basamakli sayilarin rakamlar1 sadece 1,2,3,4 olacaktir. Fakat

11,12,13,14,21,22,23,24,31,32,33,34,41,42,42,44  sayilarinin  higbiri
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kogulu saglamiyor. 7! = 5040 oldugundan kosulu saglayan iig
basamakli sayilarin rakamlar: 6’dan biiytlik olamazlar. 6! = 720 > 666
oldugundan ti¢ basamakli sayilarin rakamlar1 5’den biiyiik olamazlar.
O zaman say1 en fazla 555 olur ve 3 - 5! = 360 oldugundan iig
basamakli say1 en fazla 360 olur. O zaman ilk basamak en fazla 3
olur. 3!+ 5!+ 5! = 246 < 300 oldugundan ilk basamak 3 olamaz.
IIk basamak 2 olsun. 2! + 5! + 5! = 242 < 255 oldugundan bu say1
255 degil. Diger durumlarda 2! + 4! 4+ 5! < 200 oldugundan c¢eligki
gelir. Ik basamak 1 olsun. 1!+ 4! 4+ 4! < 100 oldugundan sadece
145,154 ve 155 sayilarini denemeliyiz. Bu sayilardan kosullar1 sadece
145 saghyor: 1! + 4! + 5! = 145. Simdi [1000,2010] araligindaki
sayilari inceleyelim. 7! = 5040 oldugundan bu sayilarin basamaklari
7’den biiyiik olamazlar. Bu sayilarda 6 rakami bulunmuyorsa
20 + 5! 4+ 5! + 5! < 999 oldugundan geligki gelir. 6 rakami sadece bir
basamakta bulunuyorsa 2! + 5! + 5! + 6! < 1000 oldugundan celigki
gelir. 6 rakami iki basamakta bulunsun. 2! 4+ 5! + 6! + 6! < 2000
oldugundan ilk basamak 1 olmak zorundadir. 1+ 3!+ 6! + 6! > 1400
oldugundan ikinci basamak 4’den kii¢iik olamaz. Ikinci basamak
4 olamaz: 1! + 4! + 6! + 6! = 1465 # 1466. Ikinci basamak 5
olamaz: 1!+ 5! 4+ 6! + 6! = 1561 # 1666. Ikinci basamak 6 olamaz:
11+ 6!+ 5!+ 6! < 1600. Son olarak 6 rakami ii¢ basamakta bulunursa
6! + 6! + 6! > 2010 celigkisi gelir. Coztimler: 1,2, 145.

5. Digbiikey bir ABCD dértgeninde, |AB| = 10, |CD| = 36,
m(ABD) = 60°, m(BDC) = 45°, |BD| = 13 + 3v/3 ise, |AC| kactir?

Cevap: 16. [BD] iizerinde |BE| = 13, |DE| = 3v/3 olacak bicimde
bir E noktasi alalm. CDE {iggeninde kosiniis teoreminden |[CE| =
3v/3 olur. Buradan da ZOED = 90° elde ederiz. BEC iicgeninde
Pisagor teoreminden |BC| = 14 buluruz. ZEBC = « olmak iizere
cosa = 13/14 ve sin a = 3v/3/14 esitliklerini kullanarak cos(a+60°) =
cos acos 60° — sinasin 60° = 1/7 olur. Son olarak ABC' ti¢geninde
kosiniis teoremini kullanarak |AC| = 16 elde ederiz.

6. 2011y* = 2010z + 3 esitligini saglayan kag (z,y) tam say: ikilisi vardir?
Cevap: 0. Esitlik (mod 5) te incelendiginde y?> = 3 (mod 5) elde

edilir.  Ancak bir tamkare 5 ile boliindiigiinde sadece 0,1 veya 4
kalanini verebilir.
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r metre yaricapli daire bi¢iminde bir adacigin merkezinde duran bir
kurbaga 1/2 metrelik bir atlayigla baglayip, her seferinde 90° saga
veya sola donerek bir oncekinin yarisi uzunlugunda bir atlayig yapiyor.
Sonlu sayida atlayista kurbaganin suya varamamasini saglayan en
kiictik r degeri nedir?

5
Cevap: 5 Kurbaganin ilk atlayig yoniini x ekseni kabul eden ve

orjini adacigin merkezi olan koordinat sistemini ele alalim. Kurbaga
n. atlayisinda n tekse x eksenine, n ¢iftse y eksenine paralel hareket
edeccektir. Dolayisiyla kurbaganin z koordinatinin mutlak degeri en
fazla % + % + 3_12 R — %, y koordinatinin mutlak degeri ise en fazla
% + % + 6%1 +- = % olabilir. O halde kurbaganin merkeze uzakhgi
\/(3)? + (3)? = V/5/3 sayisindan her zaman kiigiiktiir ve bu sayidan
kii¢iik olan herhangi bir sayidan daha biiyiik olabilir.

8. Tk 2010 pozitif tam sayinin rakamlarinin toplami kactir?

Cevap: 28068. 0 ve 1999, 1 ve 1998, 2 ve 1997, ... , 999 ve
1000 say1 ikililerinin her birinin rakamlarinin toplami 28 dir.
2000, 2001, ...,2010 sayilainin rakamlarinin toplami ise 68 dir. Buna
gore cevap 1000 - 28 + 66 = 28068 olur.

9. Bir ABCD karesinin digindaki bir £ noktasinin AC' dogrusuna uzakligi

10.

6, BD dogrusuna uzakligi da 17 birimdir. FE noktasmin karenin en
yakin kogesine uzakligi 10 birim ise, karenin alani nedir?

Cevap: 162. FE noktasindan AC' ve BD dogrularima c¢izilen dikme
ayaklar1 sirasiyla K ve L olsun. Karenin kosegenleri F' de kesigsin.
EKFL bir dikdértgen oldugundan |KF| = |EL| = 17 dir. |EB] ve
|[ED| en az 17 birim olacagindan E ye en yakin kogse A ve C den
biridir. Genelligi bozmadan C' kabul edelim, |EC| = 10 olur. |[EK| =6
oldugundan Pisagor teoreminden |KC| = 8 ve buradan da |[CF| =9
olur. Yani karenin kenar uzunlugu 9v/2 ve alani 162 olur.

8

0 < n < 840 kosulunu saglayan kac tam say1 icin, n® —n* +n — 1 sayis1

840 ile bolunur?

Cevap: 2. 840 = 22-3-5-7. n® —n* 4+ n — 1 sayis1 840 ile
boliinstin. O halde n sayis1 2,3,5,7 sayilarindan higbiri ile boliinmez.
=n?=1(mod8) =n—n'+n-1=1-1+n-1=n-1
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(mod 8) = n =1 (mod 8). Fermat teoreminden n? = 1 (mod 3) ve
n* =1 (mod 5) oldugundan benzer bigimde n = 1 (mod 3) ve n = 1
(mod 5) elde edilir. Fermat teoreminden n® =1 (mod 7) oldugundan
nf—nt4n—1=n>-nt4+n—-1=mn-1)(1-n*-n3) =0 (mod 7)
bulunur. O halde n = 1,3 (mod 7). Cinli Kalan Teoremine gore
verilen aralikta 1-1-1-2 = 2 ¢ozlim vardir.

xy-diizleminde (v/20, v/10) merkezli bir cemberin iistiinde koordinatlar
tam say1 olan en ¢ok kag tane nokta bulunabilir?

Cevap: 1. En az 1 nokta bulunabilecegi aciktir. (a,b) ve (c,d)
koordinatlar: tam say1 olan iki nokta nokta olsun. O zaman

(a = V20)* + (b~ V10)* = (¢ = V20)* + (d = V10)”

vu buradan da

2(c — a)V20 + 2(d — b)V10 = & + d* — a® — b?

gelir. Her iki tarafin karesi alimirsa sol taraf irrasyonel, sag taraf
rasyonel olur ve celigki elde edilir.

0 <a,b,c,d < 7 olmak tizere, 7 nin ab — cd yi bolmesini saglayan kag
(a,b,c,d) tam say1 dortliisii vardir?

Cevap: 385. ab=cd =k (mod 7) ve k € {0,1,...,6} olsun. k = 0 ise,
a ve b den en az biri 0 ve benzer bicimde ¢ ve d den en az biri 0 dir. Bu
durumdan 13% = 169 ¢oziim gelir. k # 0 ise, a ve ¢ sayilar1 {1,2,...,6}
kiimesinden rastgele secildiginde b ve d tek tiirlii belirlenir. Dolayisiyla
bu durumda 6 - 62 = 216 ¢oziim vardir. O halde toplam coziim sayis

169 + 216 = 385 tir.

|AB| = |AC| ve m(@) = 40° olan bir ABC ii¢geninin [AB] ve [AC]|
kenarlar1 tistiinde sirasiyla, D ve E noktalar1 alimyor. BC dogrusu
iistlinde de C' noktasi, B ile F' arasinda kala/ca,k\ bi¢imde bir F' no/ktim
alimyor. |BE| = |CF|, |AD| = |AE| ve m(BEC) = 60° ise, m(DF B)
kagtir?

Cevap: 25°. ABC ikizkenar oldugundan ZACB = 70° ve buradan da
ZEBC = 50° olur. |AD| = |AE| oldugundan |BD| = |EC| dir. Bu
durumda ABEC = ACDB olacagindan |CD| = |BE| = |CF| olur.
/ZDCB = ZEBC = 50° oldugundan ZDF B = 25° bulunur.
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Gergel say1 dogrusu iistiinde 0 noktasindan baglayarak, her adimda
dogru boyunca istedigi yonde 364 veya 715 birim sicrayan bir
cekirgenin kondugu noktalarin 2010 noktasina uzakligl en az ne kadar
olabilir?

Cevap: 5. 364 =22-7-13 ve 715 =5-11-13. = obeb(364,715) = 13.
0 dan baglayarak cekirgenin ulagabilecegi say1 364a + 715b (a,b € Z)
formunda bir tam sayidir.  obeb(364,715) = 13 oldugundan
bu c¢ekirge yalnizca 13 ile tam boliinebilen sayilara varabilir.
2010 = 13 - 154 + 8 = 13 - 155 — 5 oldugundan cekirge 2010 a
en az 5 uzakliktaki bir noktaya gidebilir.

x,y, z gergel sayilari, e -1, TY2 1 ve = 2 egitliklerini
+y y+z zZ+zx
saghiyorsa, ryz asagidaki degerlerden hangisini alabilir?
8 8 \/§ 7

a) ——— b) — c) =84/ = d) — e) Hicbiri

' P 9s Yy 9

8
Cevap: ———. a=L+.b=2L c=2Lolsun. = a+b=—-1b+c=
P \/E Yz Tz Ty

1,a+c:%.:>a:—%,b lc—g.:>yZ— ;, ——4xy—

= ayz = j:\/%. r = 6/V15,y = 2/V/15,z = —10/v/15 ic¢in

xyz = —8/+/15 olur ve egitlikler saglanir.

11 farkh kitap ti¢ rafli bir kitaplhiga, en ¢ok bir raf bog kalacak bi¢imde
kag farkl sekilde yerlestirilebilir?

Cevap: 75 - 11! Ik 6nce 11 kitab1 siraya dizelim. Komsu kitaplarm
aralari, ilk kitabin solu ve son kitabin sagi olmak iizere 12 bogluk
bulunuyor. Bu bogluklardan ikisini se¢ip (ayn1 bosluk iki kez segilebilir)
secilmig bogluklar: raflar arasinda olan sinirlar gibi diigiinebiliriz. Fakat
sadece ilk ve son bosluklar secilirse en az iki raf bog kalir. Buna gore
cevap 11!+ ((}) — 1+ 10) = 75 - 11! olur.

Uzayda yer alan A, B, C', D noktalar igin, |[AB| = |AC| = 3, |DB| =
|DC| =5, |AD| =6 ve |BC| = 2 dir. BC' dogrusunun D noktasina en
yakin noktasit P ve ABC ii¢geninin bulundugu diizlemin D noktasina
en yakin noktasi da @ ise, |PQ| kagtir?

Cevap: 1/v/2. |DB| = |DC| oldugundan P noktasi [BC| nin orta
noktasi ve |QB| = |QC| olur. |QD| = h, |QB| = |QC| =z, |PQ| =y
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olsun. Pisagor teoreminden |AP| = 2v/2, 22 +h? = 25, h2+(y+2v/2)? =
36 ve #2 — 32 = 1 olur. Bu esitliklerden 36 — 25 = h? + (y + 2v/2)? —
(22 4+ h?) = 44/2y +8 — (22 — y?) = 44/2y + 7 ve béylece y = 1/+/2 elde
ederiz.

1000 elemanli bir kiimenin 500 elemanl altkiimelerinin sayis1 agagidaki
sayilardan hangisine boliinmez?

a) 3 b) 5 c) 11 d) 13 e) 17

Cevap: 11. Bir p asal sayisinin n! i bolen en biiyiikk kuvveti
fon) = [2] + [55] + [;5] + -+ toplamidur. ('0) = 1800 dir.
f3(1000) = 333 + 111 + 37 + 12 + 4 + 1 = 498, f3(500) =
166+55+18+6+2 = 247 ve f3(1000) > 2£3(500) oldugundan say1 3 ile
boliiniir. f5(1000) = 200-+40-+8+1 = 249, f5(500) = 100+20+4 = 124
ve f5(1000) > 2f5(500) oldugundan say1 5 ile de boliiniir. Benzer
bicimde f13(1000) = 76 + 5 = 81 > 2f13(500) = 2(38 + 2) = 80 ve
f17(1000) = 58 + 3 = 61 > 2f17(500) = 2(29 + 1) = 60 oldugundan
say1 13 ve 17 ile de tam boliiniir. Ancak f1;(1000) = 90 + 8 = 98
ve f11(500) = 45 4+ 4 = 49 oldugundan f1;(1000) = 2f;(500) olur ve
dolayisiyla say1 11 ile boliinmez.

2% — 222 — 92 — 6 polinomumun farkl gercel koklerinin toplami nedir?

Cevap: 1. Kolayca goriilecegi tizere P(z) = z° — 222 — 92 — 6
poinomunun bir koéki —1 dir. P(x)in x + 1 ile boliimiinnden
Q(z) = 2 — 23 + 2% — 3z — 6 elde edilir. Acgkca goriilecegi iizere
—1 sayist Q(z)’in de bir kokidir. Q(z)'in = + 1 ile boliimiinden
T(z) =a®—222 43z — 6 = 2%(x — 2) + 3(z — 2) = (v — 2)(2? + 3)
bulunur. Sonug olarak P(z) = (x + 1)*(z — 2)(2? + 3) elde edilir ve
dolayisiyla P(x)’in farkh gergel kokleri —1 ve 2’dir.

0 sayisi ile baglanip, her adimda bir onceki sayinin 1 fazlas1 veya 2 kati
aliarak, agsagidaki sayilardan hangisini en az sayida adimda elde edilir?

a) 2011 b) 2010 ¢) 2009 d) 2008 e) 2007

Cevap: 2008. Sayilar1 2 tabaninda yazalim. Bir saymin 2 kati
alindiginda basamak sayis1 1 artar ancak icindeki 1’lerin adedi
degismez. Bir c¢ift saymin 1 fazlasi alindiginda i¢indeki 1’lerin adedi
1 artar ancak basamak sayisi degismez. Bir tek saymin 1 fazlasi
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alindiginda ise, i¢indeki 1'lerin sayisi kesinlikle artmaz (belki azalir)
ve basamak sayisi da en ¢ok 1 artar (belki artmaz). Ozetle, soruda
bahsedilen iki iglemin her biri, saymin igindeki 1’lerin adedini ve
sayinin basamak sayisini en ¢ok 1 artirabilir ancak ikisini ayni anda
artiramaz. Dlayisiyla, bir saymnin basamak sayist m ve i¢indeki 1’lerin
adedi n ise o sayiy1 elde etmek icin en az m +n — 1 adim gerekir. Ote
yandan bu kadar adimin yeterli oldugunu gormek de kolaydir.

2007 = (11111010111)5 olduguna gére en az 11 +9 — 1 = 19,
2008 = (11111011000)5 olduguna gore en az 11 +7 —1 = 17,
2009 = (11111011001) olduguna gore en az 11 + 8 — 1 = 18,
2010 = (11111011010) olduguna gére en az 11 +8 — 1 = 18,
2011 = (11111011011)5 olduguna gére en az 11 +9 — 1 =19

adim gerekiyor.

Merkezleri ayn1 ve yaricaplart 10 ve 20 birim olan iki diizlemdes
daireyi sirasiyla taban kabul eden, herbiri 20 birim yiiksekliginde bir
dik silindir ve bir dik koni diizlemin ayni tarafinda kalacak bigimde
aliniyor. Koninin silindirin i¢inde kalan kisminin hacminin, silindirin
diginda kalan kisminin hacmine orani nedir?

Cevap: 1. Dairelerin merkezi O, koninin tepe noktasi1 A, biiyiik daire
iizerinde bir nokta B ve koni ile silindirin kesigiminde kalan ¢emberin
merkezi C' olsun. |AO| = |OB| = 20 oldugundan ZABO = 45°
olur. Koni ile silindirin kesigimindeki C' merkezli ¢emberin yaricapi
10 oldugundan |AC| = |CO| = 10 olmalhdwr. Bu durumda koni
ile silindirin kesigimdeki bélgenin hacmi 40007 /3, koninin i¢inde ve
silindirin diginda kalan bélgenin hacmi ise yine 40007 /3 tiir. Istenen
oran 1 olur.

z )
y+7 * x4+ 7
Cevap: 15. Esitligin her iki tarafim (z + 7)(y + 7) ile carparsak
2?2 + y? — 2y = 49 olur ve buradan (2z — y)? + 3y®> = 4 - 49 elde
edilir. Son esitligi saglayan 18 tane (z,y) ikilisi bulunuyor: (z,y) =
(37 8)7 (5’ 8)7 (_3’ _8)’ (_5’ _8)’ (07 7)7 (77 7)7 (_77 _7)7 (07 _7)7 <8a 5)7
(_37 5)7 (37 _5)7 (_87 _5)7 (57 _3)7 (_87 _3)7 (87 3)’ (_5a 3)7 (_7’ 0)7 (77 0)
Fakat (0, —7), (—7,0), (=7, —7) ikilileri ilk esitligi saglamiyorlar.

=1 esitligini saglayan kag (z, y) tam say: ikilisi vardir?
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1 < n < 2010 kosulunu saglayan kac¢ tane n tam sayisi igin
122243242+ .-+ (2n — 1)? — (2n)? say1s1 2010 ile boliintir?

Cevap: 8 12 — 22 + 32 — 42 + ... + (2n — 1)2 — (2n)* =
SR 2k — 1) — (2k)% = 3¢ 1 — 4k = n — 422 — _p(2n 4 1),
2010 = 2-3-5-67. 2010/n(2n + 1) ancak ve ancak n = 0
(mod 2),n = 0,1 (mod 3),n = 0,2 (mod 5) ve n = 0,33 (mod 67).
Dolayisiyla Cinli Kalan Teoremi'ne gore verilen aralikta 1-2--2-2 =8
¢Oziim vardir.

On tabanina gore tersten yazilimi ile kendisi ayni olup 11 ile boliinen
kac tane yedi basamakli pozitif tam say1 vardir?

Cevap: 818. Say1 abedcba olsun.= 11]2(a+ ¢ —b) —d. a, b, c rakamlari
rastgele secildiginde d rakami tek tiirli belli olur. Ancak d rakam
oldugundan a+c¢—b =5 (mod 11) olan durumlar1 gikarmahyiz. Bagka
bir deyigle abe ii¢ basamakli sayis1  (mod 11) de 5 e denk olmayan
herhangi bir say1 olabilir. O halde cevap 900 — 82 = 818 dir.

m(B%’) =90°, |AB| =1 ve |AC| = v/2 olan bir ABC iicgeniyle ayni
diizlemde yer alan P ve @) noktalar, |PB| =1 = |@QB]|, |PC| =2 =
|QC| ve |PA| > |QA| kosullarini saghyorsa, |PA|/|QA| nedir?

Cevap: V2 ++/3. B ve C noktalar [PQ] nun orta dikmesi tizerindedir.
Yani BC dogrusu [PQ)] nun orta dikmesidir. Pisagor teoreminden
|BC| = /3 tiir. |BC|?+|BQ|? = |CQ|? oldugundan /CBQ = 90° dir.
Benzer gekilde ZCBP = 90° oldugundan B € [PQ)] olur. |BQ|/|CQ| =
1/2 oldugundan ZQCB = /ZPCB = 30° dir. ZACB = « dersek
cosa = \/5/ V3 ve sina = 1 / V3 olmak iizere kosiniis teoreminden
|AP|? = |AC|*+|PC|*—2-|AC|-| PC| cos(a+30°) = 6—4+v/2 cos(a+30°)
ve |AQ|? = |AC]? + |QC|? — 2 - |AC| - |QC|cos(a — 30°) = 6 —
44/2 cos(ar — 30°) buluruz. cos(a + 30°) = cos a cos 30° — sin a sin 30°
ve cos(a — 30°) = cosacos30° + sinasin30° esitliklerini kullanarak

|AP|/|AQ| = v/2 + v/3 oldugunu gorebiliriz.

m nin asagidaki degerlerinden hangisi icin 3z% + 4y? — 522 = m
esitligini saglayan (z,vy, z) pozitif tam say1 tigliisii yoktur?
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Cevap: 10. (z,y, z) tglliisii (8,6, 8) iken m = 16, (1,2, 1) iken m = 14,
(4,6,6) iken m = 12 ve (2,2,2) iken m = 8 oluyor. Farzedelim ki
m = 10 i¢in bir ti¢lii bulunsun. 3x?+4y? —5y? = 10 esitligi (mod 5) te
incelendiginde x ve y nin ikisinin de 5 ile bolinmesi gerektigi goriliir.
x = 5x; ve y = by, yazilip sadelegtirme yapilinca 1527 + 20y? — 22 = 2
elde edilir. Buradan z? = 3 (mod 5) bulunur ancak hicbir tamkare
(mod 5) te 3 e denk degildir. Celigki.

Katsayilariin her biri 1 veya —1 ve tiim kokleri gergel sayilar olan bir
polinomun derecesi en ¢ok kag olabilir?

Cevap: 3. Polinom P(z) = a,2" + a, 12" +- - +agy ve gergel kokleri
de x1,x9,...,x, olsun. O zaman 1+ x9+ -4+, = —a,_1 Ve T12To +
ToXsg + ++* Lp_1Ty = Gn_o olur. [k ifadenin karesinden ikinci ifadeyi
cikarirsak x2 + 22+ - 22 = a?®_| — 2a,_» elde ederiz. Son ifadenin sol
tarafi negatif olmadigindan a, _» = —1 ve 22 + 23+ --- 22 = 3 olur. O
zaman riTs - - T, = ag/a, = +1 oldugundan

3=ai+as+ a2 >n{/airi-a2=n

olur ve buradan n < 3 elde edilir. Q(x) = 2% + 2* — 2z — 1 polinomu
sorudaki kosullar1 sagliyor ve buna gore cevap n = 3 olur.

2010 kisinin yagadig1 bir koyde her ikisi de ayn1 arkadasg sayisina sahip
olan bir tek ikili varsa, bu say1 kag farkli deger alabilir?

Cevap: 2. Her kiginin arkadasg sayis1 0,1,...,2019 sayilarindan birine
esittir ve bir kiginin 0 (2009) arkadasi varsa kimsenin 2009 (0) arkadasg:
olamaz.

Durum 1: 2009 arkadasi olan bir kisi var. O zaman 0 arkadasi
olan kimse yoktur ve arkadag sayisi1 1,2,...,2009 olan kisiler vardir.
2009 arkadasi olan kisiyi koyden atip tiim arkadaghiklarini da iptal
edersek kalan 2009 kisi arasinda arkadas sayis1 0,1,...,2007 olan kigiler
olacaktir. Demek ki arkadas sayisi 2008 olan kigi olmayacaktir. 0
arkadasi olan kigiyi koyden atalim. Kalan 2008 kisi arasinda arkadas
sayist 1,2,..,2007 olan kisiler olacaktir. Demek ki arkadas sayis1 0 olan
kisi olmayacaktir. Arkadag sayist 2007 olan kisiyi koyden atip tiim
arkadaghklarini da iptal edersek kalan 2007 kiginin arasinda arkadas
sayist 0,1,...,2005 olan kigiler olacaktir. Demek ki arkadas sayisi
2006 olan kisi olmayacaktir. Benzer sekilde devam edersek sonunda
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birbiriyle arkadag olan iki kisi kalacaktir. Ko&yden atilan kigileri de
dikkate alirsak bu iki kiginin her birinin baslangictaki arkadas sayisi
1005 olmalidir.

Durum 2: 0 arkadasi olan bir kisi var. Birinci durumdaki gibi hareket
edersek en son koyde aralarinda arkadas olmayan iki kisi kalacaktir.
Koyden atilan kisileri dikkate alirsak bu iki kiginin baglangictaki
arkadag sayis1 1004 olmalidir.

Buna gore, kéyde her ikisi de aym arkadas sayisina sahip olan iki
kiginin her birinin ya 1004, ya da 1005 arkadasi bulunuyor.

Bir ABC' {iggeninin i¢ aglortaylarimn kesisme noktasi I ve [AC]
kenarina teget olan dig teget ¢emberinin merkezi de O noktasidir.
|BI| =12, |IO| = 18 ve |BC| = 15 ise, |AB] kagtir?

Cevap: 24. /BAI = /BOC ve ZABI = ZOBC oldugundan
AAIB ~ AOCB ve buradan da |AB| = |BI| - |BO|/|BC| = 12 -
30/15 = 24 elde ederiz.

9 92 2009
N = ﬂ_ﬂ + ﬂ_ﬂ IS ﬂ = ﬂ ise, 22010 un N ile boliimiinden kalan

) )
nedir?
Cevap: 5024.
=L n=0 (mod 4) ise,
21 ) %2, n=1 (mod 4) ise,
50 %2 n=2 (mod4) ise,
23 n=3 (mod 4) ise,
oldugundan

n 9008 ) 2 92010 _ 4
5 4 5 5

n=1

elde edilir. Buradan da 22019 = 5N + 5024 oldugu goriiliir. N > 5024
oldugundan 2%2°19 sayisinin N ile boliimiinden kalan 5024 tiir.

Asagidaki (A, B) ikililerinden hangisi igin
?+ary+y = A
() - B

y—x
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denklem sisteminin gercel ¢oziimii yoktur?
a) (1/2,2)  b) (-1,1) ¢ (vV2,v2)  d)(1,1/2)  e)(2,2/3)

Cevap: (2,2/3). v =0ve y = A almirsa B = 1 igin esitlikler saglanir.
B # 1 olsun. Ikinci denklemden y = Bz /(B — 1) elde edilir. Bu esitlik
ilk denklemde yerine yazildiginda

2B-1 , .
B-1" "TB-1
esitligi elde edilir. Bu denklemin kokii olmasi igin gerek ve yeter sart

A:(L)2+%ZO

r—A=0

B—-1 B—-1
olmasidir. B = 1/2 veya A > 0,B > 1 iken A > 0 oldugu kolayca
goriiliir. A =2 ve B =2/3 iken A = —4 olur ve ¢dziim bulunmaz.

1001 kisilik bir okulda herhangi ti¢ ogrenciden en az ikisi arkadagtir.
Bu okulda en ¢ok arkadasa sahip olan ogrencilerden birinin arkadasg
sayisi, 334,412,450,499 degerlerinden kacimi alabilir?

Cevap: En ¢ok arkadasa sahip olan ogrencilerden birinin arkadas
sayisi, 334,412,450,499 degerlerinden hicbirini alamaz. Bu saymnin en
az 500 oldugunu gosterelim. Her 6grenci ikilisi arkadagsa bu say1 1000
olacaktir. Diger durumda A ve B arkadas olmayan iki 6grenci olsun.
Kalan 999 ogrencinin her biri bu iki kisiden en az biri ile arkadas
olacaktir. Sonug olarak A ve B 6grencilerinden en az birinin arkadas
sayisi en az 500 olacaktir.

m(@) = 90° ve |AC| = 10 olan bir ABC ii¢geninde [AC]
kenarmin orta noktasi D olmak tizere, [AD] ve [BD] nin orta dikmeleri
E noktasinda, [BD]| ve [CD] nin orta dikmeleri de F' noktasinda
kesigiyor. |E'F| = 13 ise, | AB| agagidaki degerlerden hangisini alabilir?

2 2 2 2
a)20\/75 D155 10/ A5/ e) Highi

Cevap: 54/2/13. ABC' dik tiggen oldugundan |AD| = |BD| = |CD| =
5 tir. DE ve DF dogrulan sirasiyla [AB] ve [BC| yi dik ortalar. Ote
yandan EF dogrusu da [BD] yi dik ortalar. ZEDF = 90° oldugundan
|ED|> + |FD|? = |[EF|> =169 ve |ED| - |DF| =13 -5/2 = 65/2 olur.
Buradan (|ED| + |FD|)*> = 234, (|[ED| — |FD|)?> = 104 olacagindan
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|ED| ve |FD| den biri 5v/26/2 digeri de v/26/2 olmalidir. FE den
AD ye gizilen dikme ayagi K ve [AB] nin orta noktast L olsun.
AKEFEL bir kirigler dértgeni ve |AK| = |KD| = 5/2 olacagindan
|DL| = |KD| - |AD|/|ED| = 25/(2|ED]) dir. Pisagor teoreminden
|AB| = 2|AL| = 2/25 — |DL|? = 2,/25 — 252/(4|ED|?) olur. |ED| €
{V/26/2, 5v/26/2} icin |AB| € {51/2/13, 25,/2/13} olur.

22009

Asagidaki sayilardan hangisi 22 4 2 + 1 sayisin1 boler?

a) 19 b) 17 c) 13 d) 11 e) Higbiri

Cevap: 13. 22 — gz olsun. = 22" = 22 p > 3 asal say1
olmak {izere p|z? +  + 1 ise, 23 = 1 (mod p) ve z # 1 (mod p)
dir. Dolaysiyla 3|p — 1 olmak zorundadir. O halde p = 17 veya
p = 11 olamaz. 2%*% = 14 (mod 18) = x = 2 = 6 (mod 19)
= 224+r+1 =36+6+1 =5 % 0 (mod19). 229 = §
(mod 12) = x=28=9 (mod 13) = 2’ +2+1=81+9+1=91=0
(mod 13).

Asagidaki ifadelerden hangisi, 0 < x < 1 ve 0 < y < 1 kogullarim
saglayan tiim x,y gercel sayilari icin 2% + 3° ten kiiciik degildir?
a) %y b) z%y? c) x%y? d) x3y e) ry!

Cevap: 22y.

3 5 3 6 3$351736 2 9 23
r+y >zt +y >3 53V >xtyt > x%y

olduguna gore cevap x2y? ve 22y> degildir.
23 +9° > 23 > 23y olduguna gore cevap 3y degildir.

r < y olursa 2 + ¢ > y* > ay' ve ¥ > 1y olursa,
2?4+ y° > 2% > ay? > zy? olduguna gore cevap xy* degildir.

1 2
Son olarak (z,y) = (1—0, E) icin
1 32 2
3., .5 _ _ 2
SO T R T A T
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olduguna gore cevap x2y olur.

Baslangicta m x n bir satrang tahtasinin yalnizca sol alt kogesinde bir
tag bulunuyor. Oyuncular sirayla hamle yaparak, her hamlede tasi
bulundugu karenin hemen sagindaki, hemen iistiindeki veya hemen
sag lst gaprazindaki kareye kaydiriyorlar. Hamle yapamayan oyuncu
oyunu kaybediyor. Oyun, 6 X 7,6 X 8, 7 X 7, 7 X 8 ve 8 x 8 tahtalarda
birer kez oynanirsa, bu oyunlardan kacgini ilk hamleyi yapan oyuncu
kazanmay1 garanti edebilir?

Cevap: 4. 8 x 8 bir satrang tahtasinin her birim karesine, oyun bu birim
kareden basladigi durumda birinci oyuncu kazaniyorsa 1, ikinci oyuncu
kazaniyorsa 0 yazalim. Bu iglemi sag st birim kareden baglatalim.
Elde edilen tablo agagiya ¢ikarilmigtir:

1'01/01/0/1 0
1'11/1/1/1/1]1
1'01/01/0/1 0
1171711111
1'0/1/01/01/0
1'1/1/1/1/1/1/1
1'0/1/01/01/0
1171711111

Bu tabloya gore, oyunu 6 x 7, 6 x 8, 7 x 8 ve 8 x 8 tahtalarinda birinci,
7 x 7 tahtasinda ikinci oyuncu kazanacaktir.



