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19. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Sinavi A

1. Asagidakilerden hangisi, [AB] ve [C D] kenarlarinin orta dikmeleri [AC]
kogegeni tistiindeki bir noktada kesisen her ABC'D digbiikey dortgeni
i¢in dogrudur?

a) |[BA|+ |AD| < |BC|+|CD| b)|BD|<|AC| «¢) |AC| < |BD|
d) |AD| + |DC| < |AB| + |BC| ) Hicbiri

Cevap: |BD| < |AC|. Orta dikmeler [AC] tizerinde bir P noktasinda
kesigsin. |PD| = |PC| ve |PA| = |PB| olur. DPB fiiggeninde
tiggen esitsizliginden |BD| < |PD| + |PB| = |PC| + |PA| = |AC|
olur. (a), (c) ve (d) segeneklerindeki egitsizliklerin her dértgen igin
saglanamayacagim su ornekte gorebiliriz: B ve D noktalar1 [AC] ¢aph
¢cember tizerinde yer alirsa sorudaki sart da saglanir. A ve C' sabitlenip
B ve D kendi yarim cemberleri tizerinde serbestge hareket ettirilerek
(a), (c) ve (d) segeneklerindeki egitsizliklerin her biri bozulabilir.

2. (z + 1)% polinomunun kag katsayis1 65 e boliinmez?

Cevap: 16. 65 =5-13. (x +1)% = ((x + 1)13)° = (23 + 1)° (mod 13)
= 13 ile boliinen kuvvetlerin katsayilar1 13 ile bolinmez. (x + 1)%° =
(z +1)%)18 = (2° + 1)*® (mod 5) = 20 ve 45 digindaki 5 ile boliinen
kuvvetlerin katsayilar1 5 ile bolinmez. 0 ve 65 her iki durumda da
sayildigindan cevap 6 + 12 — 2 = 16 dur.

3.1++vn2—9n+20>+/n? — Tn + 12 esitsizligini saglayan kac n pozitif
tam sayis1 vardir?

Cevap: 4. Her iki tarafin karesini alip sadelestirirsek

2vn?2 —9n +20>2n—9

elde ederiz. n = 1,2, 3,4 durumlarinda sol taraf negatif olmayan gercel
say1, sag taraf ise negatif sayidir. Yeniden her iki tarafin karesini alip
sadelegtirirsek 80 > 81 celigkisi gelir. Buna gore esitsizligin pozitif tam
sayilarda ¢oziim kiimesi {1,2,3,4} olur.

4. {1,2,...,20} kiimesinin 8 elemanl altkiimelerinden kag1 ardigik sayilar
icermez?
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Cevap: (8) 12 secilmeyen elemanin en sol, en sag ve aralarina 8

13
secilen elemani sikigtiriyoruz. Bu nedenle cevap ( g > olur.

5. m(%@) = 90° olmak iizere, ABC' ii¢geninin [AB] kenarini ¢ap alan
cember [AC| kenarmi D noktasinda, gembere D de teget olan dogru da
BC'yi F noktasinda kesiyor. |EC| = 2 ise, |AC|? — |AE]* nedir?

Cevap: 12. [AB] nin orta noktast O olsun. O ¢emberin merkezi
olacagindan |OA| = |OB| = |OD| ve OD L DE dir. Yani ZDCE =
90°— ZOAD =90°— ZODA = ZEDC ve buradan da |DE| = |BE| =
|EC| = 2 olur. Pisagor teoreminden |AC|* — |AE|> = |BC|? — |BE|* =
|EC|? + 2|BE| - |[EC| = 12 olur.

6. Kag p asal sayist i¢in, |p* — 86| sayis1 da asaldir?

Cevap: 1. p = 5 ise, p* =86 = 539 = 7-7-11. p # 5 ise, p* = 1
(mod 5) ve p* —86 = 0 (mod 5). Buna gore, p* — 86 = +5. p! =86+5
durumunda ¢oziim gelmiyor, p* = 86 — 5 durumunda p = 3 olur.

7. 1, ve x5 sayilar 22 + 5z — 7 = 0 denkleminin farkh gercel kokleri ise,
T3 4 5x? — 4dxy + 2279 — 429 nedir?

Cevap: 20.
234522 — 4xy + 13wy — dwy = 11 (22 4+ 521 —4) + 9 (23 + 511 —4) — 5 To
= (234521 —4) (71 +29) — 51179 = 3(71 +29) — 52179 = —154+5-7 = 20.

8. Porzitif tam sayilardan olusan n elemanli her kiimenin toplamlari 6 ile
boliinen alt1 elemani bulunabiliyorsa, n en az kag olabilir?

Cevap: 11. 10 elemandan olugan {0,0,0,0,0,1,1,1, 1,1} kiimesinin top-
lamlar:1 6 ile boliinen alti1 eleman1 bulunmuyor. Pozitif tam sayilardan
olugan ve eleman sayisi en az 11 olan her kiimede toplamlar: ¢ift say1
olan bir ikili alalim. Kalan 9 elemandan toplamlar: ¢ift say1 olan yeni
bir ikili alalim. Kalan 7 elemandan ¢ift say1 olan yeni bir ikili alalim.
Benzer gekilde devam edersek her birinin toplami ¢ift say1 olan 5 ikili
buluruz. Her ikilinin toplamimm (mod 3) deki degeri 0,1 veya 2 dir.
Bu nedenle bu 5 ikiliden toplamlar1 3’e boliinen ti¢i bulunur. Bu g
ikilideki alt1 sayinin toplami 6 ile boltintir.
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9. m(A/l_)?) = 90° olan bir ABC'D digbiikey dortgeninde D den gecen

10.

ve BC ye paralel olan dogru AB dogrusunu E noktasinda kesiyor.
m(DAC) = m(DAE), |AB| = 3 ve |AC| = 4 ise, |AE| nedir?

Cevap. 1/2. ZDAC = ZDAFE oldugundan A € [BE] olmahdir. CD
ve BE dogrularnt F de kesigsin. AD 1 FC ve LFAD = ZCAD
oldugundan |AF| = |AC| = 4 ve |FD| = |DC| olur. ED || BC
oldugundan |F'E| = |BE| ve buradan da |AF| = 1/2 buluruz.

0 < z,y,z < 2011 olmak tizere, zy + yz + zz = 0 (mod 2011) ve
x+y+ 2z =0 (mod 2011) kogullarini saglayan ka¢ (z,y,z) tam say1
tigliisii vardir?

Cevap: 4021. z = —(z+y) (mod 2011) = 2*+zy+y* =0 (mod 2011)
= 2% = y* (mod 2011). 2011 asal say1 ve 3|2011—1 oldugundan r* = 1
(mod 2011) olacak gekilde bir 0 < r < 2011 tam sayis1 vardir. =
y = zr,zr? (mod 2011). Benzer bicimde z = xr,zr? (mod 2011) ve
z = yr,yr? (mod 2011) elde edilir. O zaman y = zr (mod 2011) ve
z = zr? (mod 2011) veya y = zr? (mod 2011) ve z = xr (mod 2011)
durumlarindan biri gerceklegir. x = 0 iken 1, x # 0 i¢in 2 ¢oztim gelir.
Toplamda ¢ozliim sayis1 1 + 2 - 2010 = 4021 dir.

11. 2% +2* — 423 — 722 — 72 — 2 polinomumun farkh gercel koklerinin toplami

nedir?

Cevap: 0. ° +2* — 423 —72? =Tz —2 = (2* + 2+ 1)(2* — 20— 1)(z+ 2)
oldugundan farklh gercel koklerinin toplami —2 4 2 = 0 olur.

12. Bir okuldaki 100 ogrenciden her biri ayni okuldaki istedigi 50 6grenciye

mesaj yollamigtir. Kargilikli olarak mesajlagmig 6grenci ¢iftlerinin sayisi
en az kag olabilir?

Cevap: 50. Okulda toplam 50 - 99 tane 6grenci ¢ifti bulunuyor. Toplam
mesaj sayist 100 - 50 oldugundan karsilikli olarak mesajlagmis ogrenci
ciftlerinin sayisi en az 5000 —4950 = 50 olacaktir. 50 i¢in 6rnek verelim:
cember etrafinda yerlestirilmis 100 6grencinin her biri saat yontinde ilk
50 ogrenciye mesaj yollarsa, £ = 1,2,...,50 olmak tizere, sadece k ve
k + 50 ikilileri kargilikli olarak mesajlagmig olur.
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13. Dar acili bir ABC' ticgeninin A, B, C koselerine ait yiiksekliklerin
ayaklar swrasiyla, D, E, F dir. |DF| = 3, |FE| = 4, |DE| = 5 ise,
DFE ye teget olan C' merkezli cemberin yaricap1 nedir?

Cevap: 6. ZBAC = o, ZABC = 3, /BCA = 6 dersek /ZFDFE = 180°—
20, ZDEF = 180° — 208, ZFEFD = 180° — 20 olur. FF D figgeni dik
iggen oldugundan 180° — 26 = 90° ve buradan da 6 = 45° olur. Ayrica
180° — 2a¢ ve 180° — 23 birer dar ac1 oldugundan 2« ve 23 genis agilar
olup cos 2a = —3/5, cos 23 = —4/5 olmalidir. Buradan da 2 cos? a—1 =
—3/5 ve 2cos® B —1 = —4/5 elde ederiz. a ve 3 dar acilar oldugundan
cosq = 1/\/5 ve cos 3 = 1/\/1_() olur. Yani sina = 2/\/5 ve sin 3 =
3/4/10 buluruz. Soruda bulunmasi istenen yaricap uzunlugu C' den DE
dogrusuna inilen dikmenin uzunluguna esittir. Bu dikmenin ayagina K
dersek ZKDC = a, ZKEC = [ oldugu goriilebilir. |KC|/|ED| =
(|[KC|/|EC|) - (|[EC|/|ED|) = sin 3 - sina/sin = (3/4/10) - (2//5) -
V2 = 6/5 oldugundan |KC| = 6 olur.

2011(2011(20112011> . ey e . .
14. 2011 ) sayisinin 19 ile boliimiinden kalan nedir?

Cevap: 5. Fermat Teoremi'nden dolayr 2011'® = 1 (mod 19) dur. O

halde 2011201%) sayisinin 18 ile bolimiinden kalam1 bulmaliyiz.
Bu say1 bir tek sayidir. 2011 = 4 (mod 9), 4> = 1 (mod 9) ve
2011201°™) = 1 (mod 3) oldugundan

2011201 ™) — 4 (mod 9)

elde edilir. Demek ki bu say1 (mod 18)’de 13’e denktir. O zaman

201120112011

2011 ) =201118 = 16" =22 = (2"%)3.272 =5 (mod 19).

15. Asagidaki (a,b) ikililerinden hangisi igin, z + 2y < a ve zy > b
esitsizliklerini saglayan higbir (z,y) pozitif gergel say1 ikilisi yoktur?

) (?é) b) <§%> ) (%%) a) @%) ) Hichiri

b
Cevap: Hicbiri. Verilmis esitsizliklerden — < x < a — 2y ve buradan da
Y

29% — ay + b < 0 elde ederiz. Coziimiin olmamasi icin a? < 8b olmasi
gerekiyor. Yukaridaki (a, b) ikililerinden higbiri bu kogulu saglamiyor.
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16. Agirliklar pozitif tam sayilar olan herhangi 2011 tag, biri digerinin iki
kat1 agirhikta iki tas icermeyen m Obege ayrilabiliyorsa, n en az kag
olabilir?

Cevap: 2. Esit agirlikli taglar: ayni altkiimelere koyacagiz. En hafif tagin
agirligl a olsun. Agirliklar a,2a,4a,8a, ... olan taglari birinci gruba
koyalim. Kalan taglardan en hafif tasin agirligi b olsun. Agirliklar
b, 2b,4b, 8b, ... olan taslar1 ikinci gruba koyalim. Benzer sekilde devam
ederek taglar1 birbirinden ayrik gruplara ayiralim. Her gruptaki taslar
en hafif tastan baglayarak beyaz-siyah-beyaz-... boyayip beyazlar
birinci altkiimeye, siyahlar1 da ikinci altkiimeye yerlegtirirsek sorudaki
kosullar saglanmig olacaktir.

17. ABC eskenar iicgeninin i¢ bolgesindeki bir D noktasi icin, |AD| = v/2,
|BD| = 3 ve |CD| = +/5 ise, m(ADB) nedir?

Cevap: 105°. AB dogrusuna gore C ile farkh tarafta bir £ noktasini
ABDE bir egkenar iiggen olacak bi¢gimde alalim. |EB| = |BD| = 3
ve LZABE = ZDBC olacagindan ANABE = ACBD ve buradan
da |AE| = |CD| = /5 olur. ADE iicgeninde kosiniis teoreminden
cos ZADE = [32 + (v/2)? — (v/5)4/(2- 3 - v2) = 1/v/2 olur. Buradan
da LZADFE = 45° ve ZADB = 105° olur.

18. Kag pozitif tam say1 n(n? —1)(n*+3)(n*+5) ifadesini n nin tiim pozitif
tam say1 degerleri icin boler?

Cevap: 12. n = 2 icin ifade 2-3-7-9 = 2-33.7 ye esittir. Verilen ifade her
zaman bir ¢ift sayidir. 3|n ise 9|n(n?+3), 3 1 n ise 3|n?—1 ve dolayisiyla
9/(n* —1)(n?+5). O halde ifade her zaman 9 ile boliiniir. Ancak n = 3
i¢in ifade 27 ile boliinmez. Bir tam kare (mod 7)’de 0,1,2 veya 4’e denk
oldugundan ifade her zaman 7 ile de boliintir. Sonug olarak ifadeyi her
n icin bolen sayilar 2-3%- 7 sayisiin pozitif bolenleridir. Bunlarm sayisi
da2-3-2=12dir.

19. Asagidaki esitsizliklerden hangisinin xy-diizleminde tanimladigi bolge
ile kesigimi tam olarak iki noktadan olusan bir dogru bulunur?

a) 2 +y? <1 b) |l +yl+]z—y <1 o) |z +yPP <1

d) 2]+ [yl <1 e) z|2+ |y|V/? <1
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Cevap: |z|'/? 4 |y|/? < 1 bolgesi. Bu bolgenin = +y = 1 dogrusu ile
kesigimi (0, 1) ve (1,0) noktalarindan ibarettir. Diger dort segenekteki
bolgeler ise digbiikeydir ve bir dogru ile digbiikey bir bolgenin kesigimi
tek parga olmak zorundadir (yani bir nokta, bir dogru pargasi, vs.). O
halde diger bolgelerden hicgbiri igin o bolgeyi tam olarak iki noktada
kesen bir dogru bulunamaz.

100 ogrencinin girdigi bir smavda 5 soru sorulmug ve her soruyu
tam olarak 50 ogrenci ¢ozmiigtiir. Cozdiigii soru sayisi ikiyi agmayan
ogrencilerin sayisi en az kag olabilir?

Cevap: 17. Toplam 5 - 50 = 250 soru ¢oziillmustiir. En az 3 soru ¢ozmiis
ogrenci sayist x oloursa, 3z < 250 ve x < 83 elde ederiz. 83 i¢in ornek
verelim. Sirasiyla 16, 17, 16, 17, 17 6grenciden olusan Ag, Ay, As, As,
Ay gruplariin herhangi ikisinin ortak 6grencisi olmasin. 1 = 1,2,3,4,5
olmak tizere, i. soruyu A;, A;y1 ve A;1o (mod 5) gruplarindaki tiim
ogrenciler ve 1. soruyu buna ek olarak bu gruplar digindaki herhangi
bir ogrenci ¢ozerse x = 83 ve cevap da 100 — 83 = 17 olur.

Bir ABC'D eskenar dortgeninin i¢ bolgesinde yer alan bir F noktasi
|AE| = |EB|, m(EAB) = 11° ve m(EBC') = 71° kogullarini sagliyorsa,
m(DCFE) nedir?

Cevap: 68°. Dortgenin i¢ bolgesinde ABFEF eskenar tiggen olacak
bigimde bir F noktasi alahm. ZFBC = 11° ve |BE| = |BF|
olacagindan AABE = ACBF ve buradan da |BF| = |FC| = |FE|
olur. ZFEFC = 142° ve /FCFE = ZFFEC = 19° buluruz. Z/BCD =
180° — LABC = 98° oldugundan Z/DCE = 98° — 11° — 19° = 68° olur.

22. f(0) =0, f(1) = 1vehern > ligin, f(3n—1) = f(n)—1, f(3n) = f(n),

23.

fBn+1) = f(n)+1ise, f(2011) nedir?

Cevap: 3. f(2011) = f(670)+1 = £(223)+2 = f(74)+3 = f(25)+2 =
F8)+3=f(3)+2=f(1)+2=1+2=3.

xry-diizlemindeki tam say1 koordinathh noktalardan koordinatlar:
carpimi 6 ile boliinenler kirmiziya, boliinmeyenler ise beyaza boyaniyor.
Kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel cok biiyiik bir karenin iginde
kalan tam say1 koordinathi noktalardan beyaz olanlarin sayisinin
kirmizi olanlarin sayisina orani agagidakilerden hangisine en yakindir?
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(SN
N Lo
=] Ot

a) b) c) 2 d) - e)

3

7
Cevap: v Koordinatlar1 0 < z < 6,0 < y < 6 egitlizliklerini

saglayan noktalardan tam olarak 15 tanesinin koordinatlari c¢arpimi

6 ile boliintiyor. Bu noktalar kirmizi, kalan noktalar beyaz olacaktir.

21 7
Bu noktalar i¢in beyaz noktalarin kirmizi noktalara orani T =5 tir.

5
Bu resmi periyodik olarak devam ettirerek cevabin R oldugunu elde

ederiz.

ri,72,...,, renklerinde sirasiyla, ai,as,...,a, topun bulundugu bir
torbadan, her seferinde ¢ekilen top torbaya geri konmak koguluyla,
birer birer rastgele n top ¢ekildiginde bu toplardan en az ikisinin ayni
renkte olma olasihgimi p(ay, as, ..., a,) ile gosterirsek, agagidakilerden
hangisi en kiigiiktiir?

a) p(2,2,2,1) b)p(1,1,1,1) ¢)p(2,2,3) d)p(2,2,1) e)p(1,1,1)

Cevap: p(1,1,1).

p(2,22 1) =1—a. 2. 2.2 22209

77 77T 2401
43 21 29

111 1) =1—2.2.2.2 _ 2
p(??a) 1441 32
3 2 2 271

223y =1-3l.—.—. - _ - -
P(2,2,3) 7 7 7 343
1 2 2 101
291)=1-3.-.2. 2 _ 10l
P(22.1) 5 5 5 125
321 7
1.1.)=1—=-=.= _ !
p(1,1,1) 333 9

Buna gore en kiigiik olasilik p(1,1, 1) olur.

25. ABC DF diizgiin digbiikey besgeninin alaninin, kenarlar1 AC, CE, EB,

BD, DA dogrular tistiinde yer alan diizgiin digbtikey besgenin alanina
orani nedir?
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Cevap: (7 + 3v/5)/2. BE dogrusu AC ve AD dogrularmi sirasiyla P
ve @ noktalarmda kessin. Kiiciik diizgiin beggenin bir kenar1 [PQ)]
olmahdir. Benzerlikten bu iki beggenin alanlari orani |[AB|*/|PQ/? ye
egittir. Ag1 yazarak /PBA = /PAB = /PAQ = 36° ve ZAPQ =
LAQP = 72° oldugunu gorebiliriz. Siniis teoreminden |AB|/|PQ| =
(|AB|/|AP|) - (|AP|/|PQ|) = (sin72°/sin36°) - (sin72°/sin36°) =
4 cos? 36° = 4[(v/5+1)/4]* = (34++/5)/2 ve buradan da (|AB|/|PQ|)? =
(34 v/5)/2]? = (74 3v/5)/2 olur.

26. 0 < a < 2209 ve 0 < b < 8 tam sayilarn 7(a + 22°%p) = 1 (mod 2%°M)

denkligini saghyorsa, b nedir?

322008 41
Cevap: 3. 22%|7¢ — 1 = a = — = 322008 11 4 220087, =1

(mod 2%°M). = 3 +7b =0 (mod 8). = b= 3.

27. (an)2, gergel say1 dizisi a; = 1, a3 = 4 ve her n > 2 i¢in, a1 +a,-1 =

28.

2a, + 1 kogulunu sagliyorsa, agg; nedir?

Cevap: 2021056. Verilen kogul n = 2 i¢in yazilirsa a; = 2 oldugu
goriiliir. Ayrica koguldaki ifadenin yeniden diizenlenmesiyle a,, 1 —a, =
Gy, — G141 bulunur. Yani bu dizinin ardigik farklar: birer birer artiyor.
as —a; = 1 olduguna gore her n i¢in a,+; —a, = n dir. O halde a,,11 =
(apr1—an)+(an—an_1)+...+(aa—ay)+a; = n+(n—1)+.. 42+1+1 =
2 11, Ozel olarak aggr; = 1005 - 2011 4 1 = 2021056.

1,2,...,4022 sayilar1 2 x 2011 bir satrang tahtasinin birim karelerine,
iki say1 ayn1 birim karede olmamak ve ardigik olan sayilar ortak bir
kenar1 olan birim karelerde yer almak kosuluyla kag farkli bicimde
yerlestirilebilir?

Cevap: 8084224. Durum 1: 1 ve 4022 sayilar1 aynm siitundalar. Bu
durumda 1 ve 4022 sayilar1 sadece 1. ve 2011. stitunlarda bulunabilirler
ve toplam 4 yerlestirme vardir. Durum 2: 1 ve 4022 sayilar1 farkh
stitunlardalar. 1 sayisi soldan n. siitunda olup 4022 sayist1 1 den
daha sagdaysa 1 sayisinin siitun komsusu 2n olmak zorundadir, 4022
sayisinin satir numarasi da tek tirlii belirlenir ve tek tiirli yerlestirme
olur. 1 sayisi sagdan n. situnda olup 4022 sayis1 1 den daha soldaysa
1 sayisiin siitun komsusu yine 2n olmak zorundadir, 4022 sayisinin
satir numarasi da tek tiirli belirlenir ve tek tiirlii yerlestirme olur.
Dolayisiyla, 1 sayisi icin 2 - 2011 durum ve her durumlarin her birinde
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4022 sayist icin 2010 durum olur. Buna gore toplam yerlestirme sayisi
44 2-2011- 2010 = 8084224

olur.

29. ABC {iggeninin B ve C koselerinden gegen bir gember [AB] kenarini D,

30.

[AC] kenarin1 da E noktasinda kesiyor. AC'D iiggeninin ¢evrel gemberi
ise, BE dogrusunu [BE] digindaki bir F' noktasinda kesiyor. |[AD| = 4
ve |BD| = 8 ise, |AF| nedir?

Cevap: 4v/3. BDEC ve AFCD kirisler dértgeni oldugundan Z/BEC =
£BDC = ZAFC ve buradan da ZAFE = ZACF olur. Yani AAFE ~
ANACF ve boylece |AF|)> = |AE| - |AC| olur. Cemberde kuvvetten
|AE| - |AC| = |AD| - |AB| = 4 - 12 = 48 oldugundan |AF| = 4v/3 olur.
1

m nin hangi degeri icin, 322 — 10xy — 8y* = m!? esitligini saglayan

hicbir (x,y) tam sayi ikilisi yoktur?
a) 7 b) 6 c)b d) 4 e) 3

Cevap: 4. 322 — z(10y) — (8y* + m'?) = 0. Bu denklemin z’e gore
diskriminant1 A = 196¢% 4+ 12m' dur. A = 4s? olmak iizere v =
wyTﬂS = 53”Ti5 O halde s tam say1 ise, z’in bir tam say1 deger alabilecegi
kolayca goriiliir. O zaman denklemi saglayan = ve y tam sayilar: vardir
ancak ve ancak (7y)?+3-m!? = s? egitligini saglayan y ve s tam sayilar
vardir. (7Ty)2+3-m' =s? < 3-m! = (s — Ty)(s + Ty) & garpimlan
3-m!? olup farklar1 14 ile boliinen iki tam say1 vardir. 3-7'9 = (3-78).7,
3-6Y =2320218.2 3.5 =518.15 ve 3.3 = 3'9.3 oldugundan m =
7,6,5,3 icin ¢oziim vardir. m = 4 igin farzedelim ki ¢6ziim bulunsun.
O halde a(a + 14y) = 3 - 4'2 olacak sekilde a ve y tam sayilar1 vardir.
= a>=3-4""=3-4=5 (mod 7). Ancak bir tamkare (mod 7)’de 5’
denk olamaz. Celigki.

31. 1% + 5% + k? = 2011 kosulunu saglayan 4, j, k tam sayilar1 icin, 1+ j + k

ifadesinin alabilecegi en biiylik deger nedir?

Cevap: 77. Oncelikle (i +j +k)? = 3(:2 + 2 + k) — [(i — j)> 4+ (i — k)? +
(j— k)% <3-2011 < 782, yani i + j + k < 77 oldugunu goriiriiz. Daha
sonra 212 + 27% 4 297 = 441 4 729 + 841 = 2011 ve 21 + 27429 =77
ornegini gostererek en biiyiik degerin 77 oldugunu ispatlamig oluruz.
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Baslangicta bir obekte n tas bulunuyor. Iki oyuncu sirayla hamle
yapiyorlar ve her hamlede sirasi gelen oyuncu istedigi bir ¢ > 0 tam
say1s1 icin, obekteki taslardan 2¢ tanesini aliyor. Son tas1 alan oyuncu
oyunu kazaniyor. Oyun n = 1000, 2000, 2011, 3000,4000 degerlerinin
her biri i¢in birer kez oynanirsa, bu oyunlardan kagini oyuna baglayan
oyuncu kazanmay1 garantileyebilir?

Cevap: 4. Baglayan oyuncu n = 1,2 durumlarinda ise kazanir, n = 3
durumunda ise ise kaybeder. Baglayan oyuncu n = 4,5 durumlarinda
ilk hamlesi sonucunda tag sayisini 3 yapabildigi i¢in bu durumlarda da
kazanir. n = 6 durumunda ise ilk hamlesi sonucunda zorunlu olarak tag
sayisini 2, 4, veya 5 yaparak oyunu kaybediyor. Benzer sekilde devam
edersek oyuna baglayan oyuncunun n = 3k durumlarinda kaybedecegi,
n # 3k durumlarinda kazanacagi goriiliir. Buna gore oyuna baglayan
oyuncunun kazandigi durumlar n = 1000, 2000, 2011, 4000 dir.

Bir birim kiireye icten ve koseleri bu kiire iistiinde yer alan diizgiin
dortytizliiniin bir yiiziine de digtan teget olan bir kiirenin hacmi en ¢ok
ne olabilir?

Cevap: 47/81. Birim kiirenin merkezi ile diizgiin dértyiizliiniin merkezi
ayni noktadir. Diizgiin dortytizliiniin koseleri A, B, C, D ve merkez O
olsun. Kiirenin yarigapr r = 1 ve |AB| = |BC| = |CA| = |DA| =
|DB| = |DC| = a olsun. |OA| = |OB| = |0C| = |OD| = r dir.
DO dogrusu ABC' eskenar tiggeninin diklik merkezinden geger. Bu
noktaya H diyelim. |HO| = z olsun. |CH| = a+/3/3 tiix. OH L HC
olacagindan OHC {i¢geninde Pisagor teoreminden z2 4 (av/3/3)? = r?
olur. HB dogrusu AC yi K noktasinda kessin. [DK] dogru pargasi
DCA egkenar tiggeninde D kosesine ait yiiksekliktir. Bu ylizden
|IDK| = av/3/2 dir. Ayrica |[KH| = ay/3/6 dir. DHK dik iiggeninde
Pisagor teoreminden |DH| = \/(a\/§/2)2 — (av/3/6)2 = a\/6/3 olur.
Ote yandan |DH| = |OH| + |OD| = z + r dir. Simdi ise r — z =
(r2 — 22)/(r + x) = (av/3/3)?/(av/6/3) = aV/6/6 ve buradan da
r = ay/6/12 olur. Yerine koyarsak a = 4/v/6 ve 2 = 1/3 buluruz.
Kiiciik kiirenin hacmi en ¢ok bu kiire diizgiin dortyiizliintin bir yiiziine
kargilik gelen eskenar iiggenin merkezinde tegetken olur. Bu durumda
ise kiigiik kiirenin yarigap: (r — z)/2 = 1/3 olacagindan hacim en ¢ok
47 /81 olabilir.
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n pozitif bir tam say1 olmak iizere, 2" sayisinin on tabanina gore
yaziliminda sagdan en cok ka¢ basamakta ayni rakam yer alabilir?
Cevap: 3. 2% sayisinin son ii¢ basamag: 888 dir. Simdi sagdan en ¢ok ii¢
basamakta ayni rakam olabilecegini gosterelim. n = 1, 2, 3 degerlerinde
2™ sayist tek basamakhidir. n > 4 olursa 2" 16 ile boliinecektir. 2"
sayisiin sagdan son dort basamagi baaa olsun. i > 4 icin 10° sayis1 16
ile bolintiyor, bu nedenle 10?0+ 10%a+10a+a = 8 —a = 0 (mod 16).
Buna gore b # a.

35. Asagidaki fonksiyonlar arasinda pozitif gercgel sayilar kiimesinde aldig

36.

en biiyiik deger en kiiciik olan hangisidir?

ZL'2 .TB I4 1'5 ..'L'G
a)1—|—x12 )1—|—x11 C)l—l—mm >1—|—x9 e)l—f—xS
zd 7t 6

L x
1) — <
fﬁ(l') ve f5(x) 1+ 29 14 29
cok kiigiik pozitif € i¢in f5(1) = % < f¢(1 + €) oldugundan f5 in
aldig1 her degerden daha biiyiiglinii fs alir. Benzer sekilde ¢+ = 2, 3,4
i 4

< fe(x) oldugu goriliir. Ayrica

olmgk tizere x < 1 icin f5(z) < ﬁ < filz) ve f5(2) = ﬁ <
1f_ 5 < fi(x) oldugu goriiliir. Yine ok kiiiik pozitif € icin f5(1) =
T

2 < fi(1 =€) oldugundan f5 in aldig1 her degerden daha biiyugini f;
alir. Dolayisiyla fo, f3, f4, f5, fe arasinda aldigi en biiyiik deger en kiigiik
olan f5 olmaldir.

Boylar1 birbirinden farkli 14 ogrenci baslangicta nasil siralanmig
olurlarsa olsunlar, her adimda yanyana duran iki ogrencinin yerini
degigtirerek en az ka¢ adimda o6grencileri boy sirasina sokmak miimkiin
olur?

Cevap: [(})/2] = 45. A dgrencisi B Sgrencisinden daha uzun olup
siralamada daha soldaysa buna 1 puan verelim. Biiyiikten kiigiige
siralamada toplam puan (124) dir. Kiigiikten biiyiige siralamada toplam
puan 0’ dir. Her hamlede toplam puan en fazla bir azaliyor ve her
hamlede toplam puani bir eksiltebiliyoruz. Buna gore biiytikten kiigiige
siralamasindan kiiciikten biiyiige siralamasina varmak icin (124) =91
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adim gerekiyor. Baglangi¢ siralamasindaki toplam puan [91/2] = 45
olursa gereken adim sayisi en biiytlik degerini alir.



