TURKIYE BILIMSEL VE TEKNOLOJIK ARASTIRMA KURUMU
17. Ulusal Tlkégretim Matematik Olimpiyat:
Tkinci Asama Simavi

24 Kasim 2012

(oztimler

1. z,y tam sayilar ve p asal say1 olmak iizere,

x? — 3xy + p*yt = 12p

esitligini saglayan tiim (z,y, p) tgliilerini bulunuz.
Cozim: Cevap: (z,y,p) = (—6,0,3),(0,-2,3),(0,2,3), (6,—-2,3),(6,0,3),(6,2,3).

2?2 + p*y* = 0 (mod 3) oldugundan, p # 3 olursa 2 + y*> = 0 (mod 3) ve sonug olarak = = y = 0
(mod 3). Bu durumda 9 | (z? — 3zy + p*y?) ve bu da 9 { 12 ile geligiyor. Sonug olarak p = 3 ve
22 — 3xy + 9y? = 36. Buradan 3 | x gelir. = 3k yazarak k? — ky + y? — 4 = 0 ikinci dereceli denklemi
elde edilir. Diskriminant A = 16 — 3y*> = m? olduguna gore, ya y*> = 0 ya da y?> = 4 olacaktir.
Buradan tiim ¢6ztimlerin (—6, 0, 3), (0, —2,3), (0,2, 3), (6, —2, 3), (6,0, 3), (6,2, 3) oldugu goriliir.

2. Bir ABCD digbiikey dortgeninin kégegenleri birbirine dik olarak F noktasinda kesigiyor. [AD]
kenar tistiinde yer alan A dan farkh bir P noktasi |PE| = |EC| kogulunu sagliyor. BC'D ii¢geninin
cevrel cemberi de [AD] yi yine A dan farkh bir @) noktasinda kesiyor. A dan gegen ve EP dogrusuna
P noktasinda teget olan ¢ember ise, [AC] dogru pargasini R noktasinda kesiyor. B, R, () noktalar

dogrudayg ise, s(@) = 90° oldugunu gosteriniz.

Cozum:




LEAP = a ve ZECD = [ olsun. O zaman ZRPE = « olacaktir. [ED] dogru pargasi iizerinde
ZRPX = 90° olacak sekilde X mnoktasi alimiyor. O zaman R, P, X, E' ¢cemberdestir ve sonu¢ olarak
/ZRXE = a. Demek ki A, R, X, D noktalar1 da gemberdestir. Sonug olarak ER- FA = EX - ED olur.
Diger taraftan ER - FA = EP? = EC? Buna gore, EX - ED = EC? ve dolayisiyla ZEXC = B.
ZQDC = 180° — a« — B olduguna gore, ZQBC = ZRBC = o+ . Demek ki @, B,C, D noktalar:
cemberdes ve B, (@), R noktalar1 dogrusaldir. Diger taraftan ZRXC = a + [ ve sonug olarak X
noktasi B noktasinin E noktasina gore simetrigidir. Buna gore, /FBC = ZEXC = 3. Sonug olarak
/BCD = /ZBCE+ ZECD = (90° — B) + 8 = 90°. Ispat tamamlanmigtir.

3. a®+ b+ 3 = a* + b* + ¢* esitligini saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilar icin,

a b c
+ + > 1
a2+ +c B+ +E B+ 42T

oldugunu kanitlayimiz.

Cozum:
a b c

+ +
a2+ +cd a0+ ad+bB 4

fla,b,c) =

ve
g(a,b,c) = a(a® + b + ) + b(a® + b* + ) + c(a® + b* + )

olsun. Cauchy-Schwarz esitsizliginden f(a,b,c)-g(a,b,c) > (a+b+c)? gelir. a®>+b*+c3 = a® + b1+ ¢!
olduguna gore, g(a,b,c) = (a+b+ c)(a® + b* + ¢*) olur. Buna gore, ispati tamamlamak igin

atb+c>a’+0°+° (1)
esitsizligini gostermemiz yeterli olacaktir. Yine Cauchy-Schwarz esitsizliginden,
(a+b+c)a®+ b+ ) > (a® + b* + )3

ve
(a2—|—b2+02)(a4+b4+c4) Z (a3+b3—|—03)2

yazabiliriz. Son olarak a3 + b + ¢ = a* + b* + ¢* olduguna gore, (1) son iki esitsizlikten elde edilir.

4. Iclerinde cesitli renklerde toplar bulunan 2012 torbay: k kutuya,
i. herhangi bir kutudaki tiim torbalar ayni renkte bir top icerecek veya

ii. herhangi bir kutudaki her torba, bu kutudaki diger torbalardan hi¢birinin icermedigi renkte bir
top icerecek

bicimde yerlestirmek istiyoruz. Torbalardaki toplarin sayilari ve renkleri ne olursa olsun, boyle bir
yerlestirmeyi olanakli kilan en kii¢iik £ sayisini belirleyiniz.

Coziim : Cevap: 62.

Ik 6nce k& > 62 oldugunu gosterelim. 62 torbanm her birinin icinde sadece 1 rengine boyal bir
top, 61 torbanin her birinin i¢inde sadece 2 rengine boyali bir top, ..., 1 torbanin iginde sadece



63 rengine boyali bir top olsun. Bu 1953 torbanin 62 kutuya yerlestirilemeyecegini gosterelim.
Icinde ! renkli top bulunan torbaya [ renkli torba diyelim. Kurallara gore bir kutuda iki tane
[ renkli torba bulunuyorsa bu kutudaki tiim torbalar [ renkli oalacaktir. Sadece aymi renkli
torbalar iceren kutuya tek renkli kutu diyelim. Bu 1953 torbanin kutulara herhangi bir dagilimim
inceleyelim. Bu dagilimda tek renkli kutularin sayisi s olsun. O zaman en az 63 — s tane 1 renkli
torba birbirinden farkl kutularda bulunacaktir. Sonug olarak en az s+ (62 —s) = 62 kutu gerekecektir.

Simdi 62 kutunun yeterli olacagini gosterelim.

Lemma. Ayni renkli top iceren torba sayisi en fazla m olan her torba Obegi en fazla m kutuya
yerlestirilebilir.

fspat: Herhangi bir [; rengi secelim. [; < m oldugundan [; renkli top iceren tiim torbalar1 farkh
kutulara yerlesgtirebiliriz. Herhangi bir /5 rengi secelim. [y < m oldugundan kalan torbalardan [,
renkli top iceren tiim torbalari farkli kutulara yerlegtirebiliriz. Her defa yeni bir renk segerek benzer
sekilde tiim torbalar1 m kutuya yerlestirebiliriz. O zaman her kutudaki her torba, bu kutudaki diger
torbalardan hicbirinin icermedigi renkte bir top icermis olacak. Ispat tamamlanmistir.

Ik énce en ¢ok sayida torbada bulunan bir n; rengi secelim. Bu say1 62 den fazla degilse lemmay1
kullanarak torbalar1 62 kutuya yerlestirebiliriz. Aksi takdirde bu torbalari (en az 63 torba) aym
kutuya yerlesgtirelim ve kalan torbalar obeginde en ¢ok sayida torbada bulunan bir ny rengi secelim.
Bu say1 61 den fazla degilse lemmay1 kullanarak kalan torbalar1 kalan 61 kutuya yerlestirebiliriz. Aksi
takdirde bu torbalar1 (en az 62 torba) yeni bir kutuya yerlegtirelim ve benzer sekilde devam edelim.
63 + 62+ ... + 1 = 2017 > 2012 oldugundan bir a pozitif tam sayisi i¢in a — 1 adim sonucunda en
fazla 63 — a torbada ortak renkli top bulunacaktir. Lemmay1 kullanarak bu torbalar1 en fazla 63 — a
tane kullanilmamig kutuya yerlestirebiliriz. Ik a — 1 adimda a — 1 kutu kullamldigidan toplamda en
fazla 62 kutu yeterli olacaktir.



