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Coztimler

1. Tim z, y pozitif gercel sayilari igin,

(z +y)(@® +9°)
(x2 +y2)2

1< <?
- -8

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Cauchy-Schwarz esitsizliginden (x + y)(23 + y3) > (2% + 4?)? olur. Buna gore,

(z +y) (@ +y°)

1<
= (22 + 2)?

bulunur ve ilk esitsizlik ispatlanmig olur.
0 < ((z — y)* — 22y)? olduguna gore,

dry(z —y)* < (2 —y)* + 4y’
elde edilir. Parantezleri acarsak

823y + 8yPr < ot + 182%y* + ¢
gelir. Son esitsizlikte her iki tarafa 8z* + 8y* eklersek

823y + 8yPx + 82" + 8yt < 9zt + 1822y 4 9y*

elde edilir. Bunu da 8(z + y)(z® + y*) < 9(2? + y*)? seklinde yazabiliriz. Sonug olarak

(z +y)(@® +y°)
(.TQ +y2)2
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esitsizligi de ispatlanmistir.
2. |AB| = |AC| olan bir ABC ii¢geninde [BC] nin orta noktast D ve D den AC dogrusuna inilen
dikmenin ayag1 F dir. BE dogrusu ABD ii¢geninin ¢evrel ¢gemberini ikinci kez F' noktasinda kesiyor.

DE ve AF dogrularmm kesigim noktasi1 G ise, |DG| = |GE| oldugunu kanitlayiniz.

Cozum:



Ty, £}
T T e

ZACB = «a olsun. |AB| = |AC| oldugundan dolay1 ZABD = ZABC = « olur. DE 1 AC ve
AD | BC oldugundan ZEDC = 90° — a ve ZADFE = « gelir. Sonug olarak ZABD = ZADE = «
olur. Dolayisiyla DE dogrusu ABD fi¢geninin ¢evrel ¢gemberine tegettir. O zaman kuvvet bagintisina
gore,

(GDI* = |GF|-|GA] (1)

olur. Diger taraftan /BFA = ZADB = 90°. Demek ki FF dogrusu AEG dik tiggeninin hipoteniistine
diktir. Sonug olarak
|GE|* = |GF| - |GA| (2)

olur. (1) ve (2) den |GD| = |GFE| elde edilir.
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3. m < n pozitif tam sayilar olmak tizere, p = e olsun.
n* —m

a. p nin asal say1 olmasimi saglayan ii¢ tane (m,n) pozitif tam say: ikilisi bulunuz.

b. p bir asal say1 ise, p = 1 (mod 8) oldugunu gésteriniz.
Cozum:
a. (m,n) = (6,10), (12,15) ve (30,78) i¢in p sirasiyla

10% + 62 17 152 + 122 " 782 4+ 302
—_— s —_— Ve —_—

8 9 72 o7

degerlerini alir.

b. k = +/n?2—m? olsun. O zaman (k,m,n) bir Pisagor ticlisudiir. O halde m = d(z* — y*) veya
m = 2dxy, n = d(z* + y*) ve obeb(x,y) = 1 olacak sekilde d, z,y pozitif tam sayilar1 bulunur.

d 4 4
Durum 1. m = d(z* — y?). O zaman p = d@” +y) olur. obeb(z,y) = 1 oldugundan otiirii

Ty

obeb(zy, z* + y*) = 1 olur ve boylece xy|d oldugu goriiliir. p bir asal say1 ve z* 4 y* > 17 oldugundan
d = zy ve p = 2* + y* elde edilir. z ve y sayilarindan biri ¢ift digeri tek oldugu icin p = 2* + y* =
(mod 8) bulunur.



8dw?y? 8dx?y?

Durum 2. m = 2dzy. O zaman p = d(z* — y*) + —= olur. obeb(zy, 2 — ) = 1 ve
==Yy

bir tam say1 oldugu icin 22 — 32|8d elde edilir. Ote yandan, p bir asal say1 oldugu icin d ve

22— 42
aralarinda asal sayilardir. O halde 22 — 3?2 say1s1 d’nin bir tam katidir. Sonuc olarak 22 —y? = d, 2d, 4d
veya 8d olmali.

y? = d ise, p = d* + 8z%y? bir asal say1 oldugu i¢in d tektir ve boylece p = 1 (mod 8) elde edilir.

y? = 2d ise, p = 2(d* + 22*y?) bir asal say1 degildir.
—y? = 4d ise, p = 2(2d* + x*y?) bir asal say1 degildir.

2% — y? = 8d ise, p = 8d? + x%y? bir asal say1 oldugu icin hem z hem de y tek sayidir ve boylece p = 1

(mod 8) elde edilir.
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4. Ogretmen smfa 20 tane matematik ve 11 tane fizik sorusundan olugan bir liste vererek, her
ogrencinin tam olarak 1 matematik ve 1 fizik sorusu se¢ip ¢ozmesini istiyor. Ayni soru ikilisi birden
fazla ogrenci tarafindan secilmemigse ve her 6grencinin sectigi iki sorudan en az biri kendisinden bagka
en ¢ok bir 6grenci tarafindan secgilmigse, bu siifta en ¢ok kag 6grenci olabilecegini belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 54.

1 <4¢<20,1 <5 <11 ikilisi ig¢in bir ogrenci tarafindan ¢ numarali matematik ve j numaral fizik

20 11
sorusu secilmigse a; ; = 1, diger durumlarda a; ; = 0 olsun. Soruda A = Z Z a; j ifadesinin
i=1 j=1
®qa;; =0veyal
16 20
e bir (k,[) ikilisi i¢in a; = 1 ise Z ai; ve Z a;; toplamlarinin en az biri en fazla 2 olacak
j=1 i=1
kogullar1 altinda en biiyiik degerinin bulunmasi gerekiyor. A < 54 oldugunu gosterelim. ag; = 1
11 20
olsun. Z ai; < 2 ise k sayisma satur-iyi indis, Z a;; < 2 ise [ sayisma stutun-iyi indis diyelim.
j=1 i=1

k nin satir-iyi degerlerinin sayist 20 ise, A < 2 - 20 = 40 olur.
[ nin stitun-iyi degerlerinin sayis1 11 ise, A < 2- 11 = 22 olur.
k nin satir-iyi degerlerinin sayis1 19 ise, A < 219+ 11 = 49 olur.
[ nin stitun-iyi degerlerinin sayis1 10 ise, A < 2 - 10 4 20 = 40 olur.

k nin satir-iyi degerlerinin sayisi en fazla 18 ve [ nin siitun-iyi degerlerinin sayisi en fazla 9 ise,
satir veya siitun iyi degerlerinin toplam sayisi en fazla 27 oluyor. A nin sifirdan farkli olan her ay,
fazla iki farkh as; sifirdan farkh oalbilir. Her siitun-iyi ! degerleri icin en fazla iki farkh ay; sifirdan

farkli olabilir. Buna gore, A sayisi iyi indis degerlerinin toplam sayisinin iki katindan fazla degildir:
A<27-2=0>54.

A = 54 i¢in bir 6rnek verelim: ¢ € {1,20} ve 5 € {1,11} olmak tzere, (1,1),(1,11), (20,1) ve (20, 11)
digindaki tiim (4, j) ikilileri icin a; ; = 1, diger tiim (4, j) ikilileri i¢in a; ; = 0 olursa, sorudaki kosullar
saglanir.



