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Coztimler

1. a + b+ ¢ + abc = 4 kosulunu saglayan tiim a,b,c pozitif gercel sayilari igin,
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oldugunu gosteriniz.

Cozum: Esitsizligin sol tarafi
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olarak yazilabilir. Buna gore, a + b + ¢ 4+ abc = 4 oldugundan esitsizlik
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sekline déniisiiyor. Ilk 6nce abe < 1 oldugunu gosterelim. abe > 1 olursa a + b+ ¢ = 4 — abe < 3 ve
AGO egitsizliginden
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geligkisi elde edilir. Sonug olarak abc < 1. Bu esitsizligi kullanarak yine AGO esitsizliginden
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olur. Ispat tamamlanmsgtir.

2. n pozitif bir tam say1 olmak iizere, 19*" + 4 sayismin en az kac farkh asal carpam olabilecegini
belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 3.

19" + 4 say1sim carpanlarina ayiralim:

19% 44 = 19" + 4. 197" +4 —4-197" = (19%" + 2) — (2 19")?



= (19" —2-19" +2)(19*" +2- 19" + 2).
n = 1 durumunda 19* +4 = 13 - 25 - 401.
Simdi farkl asal ¢arpan sayisinin en az 3 oldugunu gosterecegiz.
d = obeb(19*" — 219" +2,19*" +2- 19" + 2)
olsun. d bir tek sayidir ve
dl((19*" —2-19" +2) — (197" +2-19" +2)) =4 - 19",
Buna gore, d sayisi 4 - 19%" sayisii boliiyor. Diger taraftan,
dl((19*" —2-19" +2) + (19*" +2- 19" + 2)) = 2- 19" + 4.

Sonug olarak d sayis1 8(2 - 192" +4) — (4 -19™)? = 32 sayisim da boliiyor. d bir tek say1 olduguna gore,
d =1 olur.

5 sayis1 197" + 4 sayisim1 boliiyor fakat 5 sayisinin kuvvetleri (mod 19) da 5,6,11,17,9,7,16,4,1 oldugu
icin 19%" £2-19" 4 2 # 5%, Sonuc olarak n sayisinin tiim degerlerinde 19*" + 4 sayisiin en az 3 farkl
asal boleni vardir.

3. Her renkten 19 ar tane olmak tizere, 106 farkl renkte 2014 top bir cemberin ¢evresine nasil dizilirse
dizilsin, aralarinda en az 53 farkh renkte topun yer aldigi ardisik n top bulunuyorsa, n sayisinin ala-
bilecegi en kiigiik degeri belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 971.
Aymni renkli toplar ardisik sekilde dizilirse n sayisi en az 19 - 51 + 2 = 971 olmak zorundadir.

2014 topun bir ¢emberin etrafindaki herhangi bir dizilimini ele alalim. Bu dizilimde 53 farkli renkte
topun yer aldigi ardigik toplardan olugan ve en az top igeren grup G olsun (birden fazla boyle grup
varsa bunlardan herhangi birini aliyoruz). G grubundaki top sayisi [(G) olsun. G grubundaki saat
yoniindeki ilk ve son toplarin renkleri sirasiyla a ve b olsun. G grubu en az sayida top igerdigi icin
a # b ve bu grupta kalan toplarin her birinin rengi a ve b renklerinden farklidir. Sonug olarak,
I(G) <19 (53 — 2) + 2 = 971. Ispat tamamlanmistir.

4. Diklik merkezi H olan dar agili bir ABC' ii¢geninin [BC] kenar1 tstiindeki birbirinden farkli D
ve E noktalar i¢gin, AD ve AE dogru parcalart BHC' {i¢ggeninin ¢evrel ¢emberini sirasiyla P ve @
noktalarinda kesiyor.

|BD|? + |CD|* = 2|DP| - |DA| ve |BE|> + |CE|* = 2|EQ| - |EA|

esitlikleri saglaniyorsa, |BP| = |CQ| oldugunu kanitlayiniz.



Coziim: BHC iiggeninin gevrel gemberi w olsun. AP ve AQ dogrular1 w y1 ikinci kez sirasiyla P’ ve
@' noktalarinda kessin.

A, D, E noktalarinin w ya gore kuvvetlerinin hesaplanmasindan

AP - AP = AQ - AQ/
BD-CD=DP-DP'
BE-CE=EQ-EQ

esitlikleri elde edilir. BD?* + CD? =2- DP - DA oldugundan
BC? = (BD +CD)*=BD*+CD?+2-BD-CD=2-DP-DA+2-DP-DP' =2-DP - AP’
elde edilir. Benzer bigimde
BC*=(BE+CE)*=BE?*+CE*+2-BE-CE=2-EQ -EA+2-EQ-EQ =2-EQ-AQ'

olur. Dolayisiyla

DP AQ' AP

EQ AP AQ
bulunur. Sonug¢ olarak, PQ) ve BC' dogrulari paraleldir ve BPQC' dortgeni bir yamuktur. BPQC
dortgeni ayni zamanda bir kirigler dortgeni de oldugu icin bu dortgen bir ikizkenar yamuktur ve
dolayisiyla BP = C(Q) elde ederiz.




