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Coztimler

1. x +y+2=0ve 2?2 +y? + 22 = 6 kosullarim1 saglayan z, y, 2 gercel sayilar icin,

[z =)y —2)(z — 2)]

ifadesinin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.
Coziim : Cevap: 6v/3.

Genelligi bozmadan = > y > z kabul edebiliriz. a« = = —y ve b = y — 2 olarak tamimlarsak ab(a + b)
ifadesinin alabilecegi en biiyiik degeri bulmamiz gerekecektir. = +y +2 = 0 ve 22 + 9> + 22 = 6
oldugundan a® + 0>+ (a +b)? = (x —y)* + (y — 2)* + (r — 2)? =3(2* + y* + 2%) — (v +y + 2)* = 18
elde edilir. Buna gore, a® + ab + b* = 9 olur. Arirmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden

b < (a+0b)? - a®+ab+0*

3
- 4 - 3

ve sonu¢ olarak
ab(a +b) < 3-2v/3 =63

elde dilir. Esitlik z = /3,y = 0, 2 = —v/3 durumunda saglanir.

2. pt 4+ 20+ ¢* + ¢ = r? + 4¢% + 1 esitligini saglayan tiim (p, ¢,7) asal say1 iicliilerini bulunuz.
Coziim : Cevap: (p,q,7) = (2,5,13).

r = 2 durumunda p* + 2p + ¢* + ¢®> = 4¢® + 5 olur. Burada ¢ = 2 veya 3 olmak zorundadir, ciinkii
q > 5 iken ¢* + ¢® > 4¢® + 5tir. ¢ = 2 durumunda p* + 2p = 17 oldugundan ¢oéziim gelmiyor. ¢ = 3
durumunda p*+2p = 23 oldugundan ¢oziim gelmiyor. Demek ki 7 tek ve denklemin sag tarafi cifttir. O
zaman 2p+q*+q¢? = 2p+q¢*(¢*+1) cift ve dolayisiyla p? gifttir: p = 2. Buna gore r? = ¢*+¢*—4¢>+19
olur. Simdi ¢ # 2, 3,5 durumlarinda

(*=20-2<q"+ @ -4 +19 < (¢* —2¢—1)°

oldugunu gésterelim. Ik esitsizlik (¢ — 5)(¢ — 3) > 0 ve ikinci esitsizlik de ¢* 4+ 4q > 18 esitsizligine
denktir. Demek ki ¢ # 2,3,5 durumlarmmda r? = ¢* + ¢*> — 4¢® + 19 sayis1 iki ardigtk tam kare
arasindadir ve dolayisiyla ¢oziim yoktur. ¢ = 2 durumunda 2 = 7, ¢ = 3 durumunda 7> =1, ¢ = 5
durumunda r? = 169 olur. Sonug olarak tek ¢oziim (2,5, 13) olur.



3. |AC| > |AB| kosulunu saglayan bir ABC ii¢geninin [AB] ve [AC] kenarlaria sirasiyla, D ve E
noktalarinda teget olan bir ¢gember, ABC {i¢geninin cevrel ¢cemberini K ve L noktalarinda kesiyor.
Sirasiyla, [AB] ve [AC| kenarlar iistiinde yer alan X ve Y noktalar

|AX| |CE)| Ve|AY\_ |BD|
|AB| ~ |BD|+ |CE| |AC| ~ |BD| + |CE|

esitliklerini saghyorsa, XY, BC', KL dogrularinin noktadag oldugunu kanitlayiniz.

Coziim : BD =a,CE =b,AD = AE = c olsun.

AB-CE  (a+x)b AC-BD  (b+x)a

BD+CE  a+b ° BD+CE  a+b

oldugundan

latsa o oy —ac—ay = LEob
a+b a+b

elde ederiz. DFE ve BC' dogrularinin kesigim noktasi Z olsun. Menelaus teoreminden

BX =AB - AX =

bulunur. Z, K, L noktalarimin dogrusal olduklarini gostermemiz i¢in Z’'nin ABC' ti¢geninin gevrel
gemberi ABC ve ABC'nin kuvvet ekseni iizerinde yer aldigini gostermemiz yeterlidir. w ve BC
dogrusunun kesigim noktalar1 R and S olsun. (R € [BS]). ZB =k, BR=/{, RS =m, SC = n olsun
B ve C' noktalarinin w ¢emberine gore kuvvetlerinden
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a’*=BE*=BR-BS=/({+m) ve b*=CD*=CS-CR=n(m+n)
elde edilir ve boylece

(¢+m) BR-BS BE*> &> ZB k

n(m+n) CS-CR CD*> ©¥ 2ZC k+l+m+n

olur. Buradan kn? + (km — (% — fm)n — £(¢ + m)(k + £ + m) = 0 bulunur. Son esitlik
[kn —L(k+C+m)](m+n+L{)=0

denklemine denktir. Dolaywsiyla, m +n + ¢ = BC > 0 oldugu i¢in kn = {(k + ¢ + m) olmaldir ve
buradan da k(k+ ¢+ m+n) = (k+£)(k + { + m) buluruz. Sonug olarak, ZB - ZC = ZR- ZS olur ve
Z noktasi bu iki cemberin kuvvet eksenindedir.

4. Aybike bir ¢emberin cevresine istedigi tek sayida kutuyu yerlestirip, 2013 boncugu bu kutulardan
bazilarina istedigi bigimde dagitiyor. Sonra Berk bu kutulardan birini se¢iyor. Daha sonra da Aybike,
Berk’in segmedigi kutulardan yarisini herhangi ikisi ardigik olmayacak bigimde segiyor. Aybike sectigi
kutularda k tane boncuk olmasini1 garantileyebiliyorsa, £ nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

Cozim : Cevap: 1342.

Ik 6nce Aybike'nin 1342 boncuk alabilecegini gosterelim. Bunun icin Aybike cember etrafina 9 kutu
yerlestiriyor, kutulari saat yontinde 1,...,9 olarak numaralandirip 1, 4 ve 7 numarali kutularin her
birine 671 boncuk koyuyor. Berk’in her se¢iminde Aybike’nin iki tane bog olmayan kutuyu secebilecegi
agiktir.

Simdi Aybike’'nin 1342 den daha ¢ok boncugu almay1 garantilemesinin imkansiz oldugunu gosterelim.
Bir 2m + 1 sayist icin boncuklarin uygun sekilde dagitilarak bunun yapilabilecegini varsayalim.



Kutular1 saat yoniinde 1,...,2m + 1 olarak numaralandiralim. Aybike'nin se¢medigi kutulardan
sadece iki tanesi birbirine komsu olacaktir. Genelligi bozmadan bu kutularin numaralar1 2m + 1 ve
1 olsun. Aybike tarafindan secilen kutular A tiirii kutu, se¢ilmeyen kutular ise B tiirii kutu olsun.
Varsayima gore, A tiirii kutulardaki toplam boncuk sayis1 1342 den fazla olacaktir. Buna gore,
1 < i < t numarali A tird kutularda toplam boncuk sayis1 en az 672 ve t < i < 2m + 1 numarall
A tirt kutularda toplam boncuk sayisi en az 672 olacak sekilde bir ¢ numarasi bulunacaktir. Bu
durumda Berk baslangicta ¢ numarali kutuyu secerse, ya 1 < ¢ < ¢t numarali yadat < i < 2m + 1
numarali A tiri kutularin tiimii Aybike tarafindan segilemez ve sonug olarak Aybikenin segtigi
kutularda en fazla 1341 boncuk bulunmus olur. Bu celigki sorunun ¢oziimiinii tamamliyor.



