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Coziimler

1. Sabit olmayan her f : R — R fonksiyonu i¢in f(z+y) < f(zy) olacak sekilde x, y gergel sayilarinin
bulunabilecegini gosteriniz.

Coziim : Tim z,y € R sayilan icin f(z +y) > f(xy) oldugunu varsayalim. a? > 4b kosulunu
a® > 4b kosulunu saglayan her a, b gercel sayi ikilisi icin @ = x + y ve b = xy olacak sekilde x,y gercel
sayilart bulunur. Sonug olarak f(a) > f(b) elde edilir.

Herhangi bir ¢ gercel sayist igin f(z + y) > f(zy) esitsizliginde z = 1 ve y = ¢ — 1 yazarsak
fle) > f(e—=1) olur. f(¢) > f(c—=1) > ... > f(c —n) oldugundan her n pozitif tam sayis1 igin
f(e) > f(e—n) elde edilir. f fonksiyonu sabit olmadigina gore, f(a) < f(b) olacak gekilde a, b vardir.
n sayisimi yeterince biiyiik alirsak, (a — n)? > 4b olur. Bu durumda f(a) > f(a —n) > f(b) > f(a)
celigkisi elde edilir.

2. Bir sergide her biri tam olarak k renk kullanilarak ¢izilmis 100 tablo bulunmaktadir. Bu tablolardan
herhangi 20 sinde ortak bir renk bulunup tablolarin tamaminda ortak bir renk bulunmuyorsa, &£ nin
alabilecegi en kii¢iik deger nedir?

Coziim : Cevap: 20.

Ik 6nce k = 20 icin bir ornek verecegiz. Renkler 1,2,...,21 olsun. ¢ = 1,2,...21 olmak fizere,
P; tablosu 1,2,...,4 — 1,2+ 1,...,21 renkleriyle ¢izilirse bu tablolarin her biri tam olarak 20 renk
bulundurmug olur. ¢ = 22,...,100 olmak iizere, P; tablosu P; tablosu gibi 2,3,...,21 renkleriyle
¢izilmig olsun. Bu durumda herhangi 20 tabloda ortak bir renk bulunup 100 tablonun tamaminda
ortak bir renk bulunmayacaktir.

Simdi k£ > 20 oldugunu gosterelim. ¢y, ..., ¢, renkleriyle ¢izilmig bir A tablosu alalim. Tablolarin
tamaminda ortak bir renk bulunmadigina gore, her 1 < ¢ < k icin ¢; rengini bulundurmayan bir
A; tablosu vardir. Buna gore, A, A, Ao, ..., Ay tablolarinin bir ortak rengi yoktur ve herhangi 20
tablonun bir ortak rengi bulundugundan k£ + 1 > 21 elde edilir. Dolayisiyla £ > 20 bulunur.

3. p bir asal, n ise bir pozitif tam say1 olmak fizere,

P2 +p+1=3"

esitligini saglayan tiim (p,n) ikililerini bulunuz.



Coziim : Cevap: (p,n) = (2,1) ve (5,4).

p=2isen=1olur. p>3olsun. p* = 2> +p+1=p—2p°+p+1=2p(1 —p)+1=1 (mod 4)
oldugundan 3" = 1 (mod 4) ve buradan da n nin ¢ift oldugu goriiliir. n = 2m olsun . O zaman
PP —2pP +p+1=3" ve

2 _ L oam 1y am
(p—l)—p(3 HE™+1)

olur. ebob(3™ — 1,3™ 4 1) = 2 olduguna goére iki durum vardir. Durum 1: p | 3™ — 1 ve pt 3™ + 1.
3m—1 3m—1

Durum 2: pt3™—1vep|3™+1. Durum 1 de (p—1)* = (3™+1). Buna gore,

3™ + 1 = 2b%. Fakat 3™ + 1 = 2b? olursa, 1 = 20* (mod 3) ve b?> = —1 (mod 3) celigkisi gelir. Durum

3m 41 3m 41
2de (p—1)2=(3"—-1) . Buma gore, 3™ — 1 = 2a? ve o, (mod 4) de bakarsak

= 242 ve

m tek ise a tek ve b cift oluyor. O zaman 3™ + 1 = 2pb? ve buradgn da 4 =0 (mod 8) ¢eligkisi elde
edilir. m = 2k ise

(3F —1)(3* +1) = 2a°
olur. Yine iki durum vardir: Durum 2a: 3* —1 = ¢?,3*+1 = 2d? ve Durum 2b: 3¥—1 = 2¢%,3¥+1 = d2.
Durum 2a: —1 = ¢? (mod 3) celigkisi gelir. Durum 2b: 3¥ = (d = 1)(d +1). (d+1)—(d—1) =2
oldugundan d = 2 ve k = 1. Sonug olarak m = 2 ve p | 10 olur. Buradan p = 5 ve n = 4 gelir.

4. Bir ABC iiggeninde [BC] kenarmin orta noktasi D olsun. D den ge¢ip AB ye B noktasinda teget
olan ¢ember ile D den gecip AC ye C' noktasinda teget olan ¢gember D den farkli bir M noktasinda
kesigiyorlar. M nin BC gore yansimasi olan M’ noktasinin AD dogrusu tizerinde bulundugunu
gosteriniz.

Cozum :

B ve C noktalarindaki tegetlik kosulundan ZABD = 4ZBMD ve LACD = ZCMD.
AD dogrusu tzerindeki M” noktassm ZBM"D = ZABD olacak sekilde tanimlayalim.



/BAD = /BAM" = /BM"D — /ABM" = /ABD — ZABM" = /M"BD oldugundan
BM"D ve ABD iicgenleri benzer oluyor. Buna gore BD? = DM" - DA olur. BD = C'D oldugundan
CD? = DM" - DA gelir. O zaman CM"D ve ACD iicgenleri de benzer olur ve sonuc olarak
LCAD = /ZM"CD, ZCM"D = ZACD = ZCMD olur.

/BM'D = /Z/BMD = /BM"D olduguna gore, M"” noktasi M'BD ii¢geninin cevrel cemberi
tizerindedir. Benzer sekilde, Z/CM'D = /CMD = ZCM"D olduguna gore, M" noktast M'C D
liggeninin ¢evrel ¢cemberi tizerindedir. Diger taraftan bu ¢cemberler M’ ve D noktalarinda kesisiyorlar.
D noktas1 BC' dogrusu iizerinde iken M” noktasi BC dogrusu iizerinde degildir. Buna gore, M’ ve
M" aym nokatadir ve ispat tamamlanmistir.



