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Coztimler

1. 3% + 3% + 3¢ sayisim1 tam kare yapan tiim (a, b, ¢) pozitif tam say1 iicliilerini bulunuz.

Coziim : 3% + 3" + 3° = m? olsun. m bir tek say1 olmalidir ve buna gére m? = 1 (mod 8)
olur. Her k pozitif tam sayis1 i¢in 3¥ = 1 ya da 3 = 3 (mod 8). Buna gére, 3¢ = 3* = 3¢ = 3
(mod 8) olmak zorundadir ve buradan da a,b ve ¢ tek sayilar oluyor. a < b < ¢ kabul edersek
34(3"7% 4+ 372 + 1) = m? olur. a bir tek say1 olduguna gore, 3°7¢ 4+ 3% +1 = 0 (mod 3). Demek
ki a = b = ¢ ve ¢ozlimler k bir pozitif tam say1 olmak iizere (a, b, c) = (2k—1,2k—1,2k —1) seklindedir.

2. 2017 ogrencisi olan bir okuldaki satrang senligi siiresince herhangi iki 6grenci kendi aralarinda en
fazla bir satrang maci yapiyor. Senlik sonunda, aralarinda mag¢ yapmig olan herhangi iki 6grenciden
en az birinin en fazla 22 mag yapmis oldugu goriilityor. Etkinlik boyunca yapilan mag sayisi en fazla
kag olabilir?

Cozim : Cevap: 43890 = 1995 - 22.

Okuldaki ogrencileri 1995 ve 22 ogrenciden olusan iki gruba ayiralim. Tim maclar sadece farkh
gruplarda olan ogrenciler arasinda yapilirsa kogullar saglanir ve toplam mag sayiist 1995 - 22 olur.
Simdi toplam mag sayisinin daha fazla olamayacagini gosterelim. En az 23 mag yapan 6grencilere aktif
ogrenci diyelim. Aktif olmayan 6grenci sayisi en fazla 1995 olursa, toplam mag sayisi en fazla 1995 - 22
olur. Simdi k& bir pozitif tam say1 olmak tizere, aktif olmayan 6grenci sayist 1995 + k ve aktif olan
ogrenci sayisi da 22 — k oldugunu varsayalim. Kogullara gore, her mag1 yapan iki 6grenciden en az biri
aktif 6grenci degildir. Aktif olmayan iki 6grenci tarafindan yapilan toplam mag sayisi 77, aktif ve aktif
olmayan iki 6grenci tarafindan yapilan toplam mag sayisi ise 75 olsun. O zaman Ty < (22—k)(1995+k)
ve her maga en az bir aktif olmayan 6grenci katildigy i¢in 277 + T» < (1995 + k) - 22 olacaktir. Sonug
olarak toplam mag sayisi
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olacaktir.

3. Kogegenleri F noktasinda kesigsen digbiikey bir ABC'D dortgeninde
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egitligi saglaniyor. ABC'D nin paralelkenar veya kirigler dortgeni oldugunu gosteriniz.

Coziim : ABD ve BCD iiggenlerinde Stewart teoremi kullanilarak
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Verilen
AB?>.ED =CD?-BE ve AD?.-BE = BC?-ED

esitliklerinden AE = EC buluruz. Ilk esitligi kullanarak
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ﬁ(AD2 +CD?*) = AE? + BE - ED

elde ederiz. ADC ii¢geninde kenarortay teoreminden
AD? + CD? = 2(AE® + ED?)

oldugunu gortiriiz ve boylece
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olur. Son egitlik

(AE* - BE - ED) <M> _

esitligine denktir. Sonug olarak AE? = BE - ED veya BE = ED’dir. Ilk durumda ABCD bir kirisler
dortgenidir, ikinci durumda ise bir paralelkenardir.

4. a > b > 1 gergel sayilar

(ab+1)*+ (a +b)* < 2(a +b)(a® — ab+ b*> + 1)

esitsizligini sagliyorsa, ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?



1
ozim : Cevap: —.
¢ P 5
Sorudaki esitsizligi kullanarak
0> (ab+1)*+ (a+b)*—2(a+b)(a® —ab+b*+1)
=a’b? +4dab+ 1 —2a> — 2b° + a® + b* — 2a — 2b
=(a®—2b+1)(b* — 2a + 1)

elde edilir. a > b olduguna gore, a®> —2b+1 > b?> —2b+ 1 = (b — 1)®> > 0 olur. Demek ki yukaridaki
esitsizlikte b* — 2a + 1 < 0 olmak zorundadir. Buna gore, (b — 1)* < 2(a — b) ve
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olur. Esitlik durumu (a,b) = (5/2,2) ise saglaniyor.



