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Coziimler

1. n bir pozitif tam say1 olmak tizere, n nin pozitif bolenlerinin sayisii s(n) ile gosterelim.

k = s(a) = s(b) = s(2a + 3b)
olacak sekilde a ve b pozitif tam sayilarinin bulunmasini saglayan tiim & pozitif tam sayilarini bulunuz.
Coziim: Cevap: Tum pozitif ¢ift sayilar.

m € Z* olmak lizere k = 2m igin 6rnek: a =251 ve b = 3- 5™ ! alindiginda s(a) = s(b) = 2m ve
s(2a + 3b) = s(13 - 5™71) = 2m esitlikleri saglanir.

Farzedelim ki bir m € Z* igin k = 2m + 1 sart1 saglasin. O halde 2m + 1 = s(a) = s(b) = s(2a + 3b)
olacak sekilde a ve b pozitif tam sayilar1 bulunur. Pozitif bolen sayisi bir tek say1 olan sayilar yalnizca
tamkarelerdir. Bundan dolay1 a = 2%, b = y* ve 2a + 3b = 22 olacak sekilde x, y, z pozitif tam sayilar:
vardir. O zaman

22% + 3y* = 2*

esitligi elde edilir. z,y, z sayilarinin en biiytik ortak boleni d olsun. Bagka bir deyisle ebob(z,y, z) = d.
O halde = = dx1,y = dy1, z = dz; ve ebob(x1,y1,21) = 1 olacak bigimde x1,y;, 21 pozitif tam sayilari
vardir. Yukaridaki esitlikte z = dxy,y = dy,, 2 = dz; yazihp d? ile sadelestirme yapildiginda

202 + 3y? = 27

oldugu goriliir. Bu esitlik (mod 3)’te incelendiginde 227 = 27 (mod 3) elde edilir. Bir tamkare
(mod 3)’te 0 veya 1’e denk oldugundan x; = z; = 0 (mod 3) oldugu goriiliir. O halde z; ve z; sayilar
3 ile tam boliiniir ve dolayisiyla 2% ve 27 sayilarn 9 ile tam boliiniir. O zaman 3y? de 9 ile boliintir
ve bu da y; sayisinin 3 ile boliindiiglinti gosterir. Sonug olarak xy, ¥, 21 sayilarinin her biri 3 ile tam
boltintir. Ancak bu ti¢ say ticlii olarak aralarinda asaldi. Celigki. Demek ki gart1 saglayan k tek sayis
yoktur.

2. n X n bir satrang tahtasinin bazi birim karelerine birer kale yerlestirilmigtir. Bu kalelerden birbirini

tahtada en ¢ok kag kale bulunabilir?

Not: Bir kale kendisiyle ayni satirda veya sutunda bulunan ve aralarindaki tim birim karelerin bos
oldugu birim kareleri tehdit etmektedir.

Coziim: Cevap: L;nj



Bir stitunun tizerinde ikiden fazla kale bulunamaz. Aksi takdirde bu siitunun tizerinde bulunan en
ustteki ve en alttaki kale ikilisi sorudaki kosullar1 saglamaz. Her birinin tlizerinde 2 kale bulunan
iki stitun alalim. Birinci siitunun tizerindeki kaleler a; ve ao, ikinci siitunun tizerindeki kaleler b, ve
by olsun (a;’in ag’'nin ve by’in by'nin tstiinde bulundugunu varsayalim). Bu dort kaleden herhangi
ikisinin ayni satirda bulunamayacagini gosterelim. a; ve b; aymi satirda olsun. Genelligi bozmadan
as’nin bulundugu satirin by,’'nin bulundugu satirin tstiinde olmadigin1 varsayalim. O zaman a, ve
b1 kale ikilisi sorudaki kosullar1 saglamaz. a; ve by ayni satirda olsun. O zaman a, ve by kale
ikilisi sorudaki kogullar1 saglamaz. Simetriden dolay1 as ve by’nin ayni satirda bulundugu ve ay ile
b’in aym satirda bulundugu durumlar benzerdir. Ispat tamamlanmistir. Demek ki giivercin yuvasi

prensibine gore lizerinde 2 kale bulunan kale say1s1 Lg] ’den fazla olamaz. Sonug olarak kalan stitunlarda

n n an
birer kale bulunsa bile satrang tahtasi iizerinde toplamda en fazla 2 LEJ +n— L§J = L?j kale olabilir.
3n
Simdi |— | igin bir 6rnek verelim. En alt satirimn numarasi 1 olmak tizere, satirlarnn 1,2,...,n
sayilariyla numarandiralim. En sol siitunun numarasi 1 olmak iizere, siitunlar1 1,2, ..., n sayilariyla

numarandiralim. . siitunda ve j. satirda bulunan birim kale (i,7) olsun. n = 2k ve n = 2k + 1
durumlarinda n kaleyi 1 < ¢ < n olmak iizere, (i,n + 1 — i) birim karelerine, k kaleyi ise 1 < i < k
olmak tizere, (i,i) birim karelerine yerlestirirsek sorudaki kogullar saglanir.

3. (Qevrel ¢gember merkezi O olan dar agili bir ABC ii¢geninde AO dogrusuna dik olan bir dogru
[AC] ve [AB] kenarlarin, sirasiyla D ve E noktalarinda kesiyor. [BC] kenari tizerinde AO nun BC'yi
kestigi noktadan farkli bir K noktasi alimyor. AK dogrusu ADFE ii¢ggeninin cevrel ¢cemberini A dan
farkli bir L noktasinda kesiyor. A noktasinin DE dogrusuna gore simetrigi M olmak tizere K, L, M, O
noktalarinin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

Coziim: AM ile DFE dogrulart N de kesigsin. O noktasindan AC' kenarina inen dikmenin ayagi F

olsun. AO 1 DE ve /ZBAO = 90° — ZACB oldugundan ZALD = ZAED = ZACB ve buradan da
K,C, D, L noktalar1 cemberdeg olur. Cemberde kuvvetten

AL - AK = AD - AC (1)



elde ederiz. F' noktasi [AC] nin orta noktasi ve N noktas1 da [AM] nin orta noktas: oldugundan
AC =2AF ve AM =2AN (2)

dir. Ote yandan ZDNO = ZOFD = 90° oldugundan D, N, O, F noktalar1 da cemberdes olur.
Cemberde kuvvetten
AN - AO = AD - AF (3)

olur. (1), (2) ve (3) kullanilarak
AL-AK = AD - AC =2AF - AD =2AN - AO = AM - AO

olacagindan K, L, M, O noktalar1 cemberdes olur ve ispat biter.

4. Tum x,y, z pozitif gercel sayilar: i¢in

2>y + P+ B N 4c

>2c+2
r+y—+=z TYz

esitsizligini saglayan tiim ¢ pozitif gercel sayilarini bulunuz.
Coziim: Cevap: ¢ = 1.
x =1y =z = v/4c alirsak

2>y + P2 + B N 4c

=4+\/c > 2 2
rT+y+z TYZz Vez et

ve buradan da (y/c — 1)? < 0 elde ederiz. Yani ¢ = 1 diginda ¢oziim yoktur. Simdi ise ¢ = 1 i¢in
esitsizligin her zaman saglanacagini gosterelim. AGO esitsizliginden
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elde ederiz. Bu ¢ esitsizligi taraf tarafa toplarsak

d(x+y+2)
Yz

oy + P2+ 2P+ >4(r+y+2)

ve buradan da
2y + 3z + 2B N 4

r+y+=z TYz

olur. Boylece ispat biter.



