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Coztimler

1.n>2ve E={1,2,...,n}olsun. Ay, Ay, ..., Ay; E nin altkiimeleri olmak tizere, her 1 <i < j <k
igin, A; N A;, AiNA;, A;N AL ve A;N A} kiimelerinden tam olarak bir tanesi bog ise, k nin alabilecegi
en biiyiik degeri belirleyiniz.

[ A, E nin bir altkiimesi ise, E nin A ya ait olmayan elemanlarimin kiimesini A’ ile gosteriyoruz. |
Coziim: Cevap: 2n — 3.

Ik 6nce k = 2n — 3 icin bir 6rnek verelim: {1},{2},...{n}, {1,2}, {1,2,3}, ... {1,2,3,...,n — 2}.

alt kiimelerinin kosgullar1 sagladig1 agiktir.

Simdi n {izerinden tiimevarimla £ = {1,2,...,n} i¢in & < 2n — 3 oldugunu gésterelim.
n=2ven=3icin k < 2n — 3 oldugu acgiktir.

n > 4 olsun ve n — 1 igin k£ < 2n — 5 oldugunu varsayalim. n i¢in kosullar1 saglayan en biiyiik kiime
koleksiyonlaridan biri M olsun. Yukaridaki 6rnek nedeniyle |[M| > 2n — 3. Acikga () ve E kiimeleri
M nin elemam olamazlar. Bir 1 < ¢ < n igin {i} ve {i} kiimeleri M nin elemani degilse bunlarin
birini M ye ekleyip M nin eleman sayisim artirarak geligkiye variriz. Diger taraftan {i} ve {i}’ aym
anda M nin elemani olamazlar. Sonug olarak her 1 < i < n i¢in {i} ve {¢} kiimelerinin tam olarak
biri M nin elemamdir. Herhangi bir X € M elemanini X’ ile degistirebiliriz. Dolayisiyla her 1 <i <n

icin |4;| < g oldugunu varsayabiliriz.

|M| > 2n — 3 > n oldugundan |A| > 2 ve |B| > 2 olmak {izere her B € M i¢in |A| < |B| kosullarim

saglayan bir A € M kiimesi bulunuyor. Genelligi bozmadan 1,2 € A olsun. {1},{2} ve A disinda bir

B € M kiimesi alahm. AN B =(ise, 1,2¢ B. ANB =0ise, AC Bvel,2€ B. AN B =0 ise,

B C A ve A nin tammmina gore |B| = 1. O zaman, 1,2 ¢ B. AANB =0 ise, AUB = E. O zaman n
-1

tek ise, |A|, |B| < n ve dolayisila |[AU B| < n — 1. ngift ise, |[A| = |B| = g ve dolayisiyla B = A’

ve AN B = (.

Sonug olarak {1} ve {2} digindaki tiim B € M kiimeleri i¢in {1,2} C B veya {1,2} N B = {). O zaman
{1} ve {2} kiimelerini M den gikarip M deki her kiimede 1 leri atarsak n—1 elemanh S = {2,3,...,n}
i¢in kogullar saglayan ve | M| — 2 kiimeden olugan bir koleksiyon elde ederiz.. Tiimevarim varsayimina
gore |M| —2 < 2n — 5 ve boylece |M| < 2n — 3 bulunur. Ayni zamanda |M| > 2n — 3 oldugundan
|M| = 2n — 3 olur ve ispat tamamlanir.

2. D, ABC iiggeninin [BC] kenar iistiinde kogelerden farkl bir nokta ve E, [C'D] nin orta noktasi
olsun. E den BC dogrusuna gizilen dikme [AC] kenarm |[AF|-|BC| = |AC| - |EC| kosulunu saglayan



bir F' noktasinda kesiyor. ADC' ii¢geninin gevrel ¢emberi de, [AB] kenarmi A dan farkh bir G
noktasinda kesiyor. AGFE ti¢geninin ¢evrel ¢cemberine F' noktasindan cizilen tegetin BGE {i¢geninin
gevrel cemberine de teget oldugunu kanitlayiniz.

Cozum:

O
o

EF dogrusunun AGF ve BGE iighenlerinin ¢evrel cemberlerinin her ikisine teget oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in ZGBE = ZGEF ve ZGAF = ZGFE oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.
F noktasindan gecen ve BC' ye paralel olan dogru ile AB dogrusunun kesigim noktast H olsun. O zaman

AF HF AF E
AHF ~ ABC ve 1C = BC olur. Diger taraftan :AC: = :Bg: oldugu i¢in |HF| = |EC| = |ED|

bulunur ve sonug olarak H F'C'E nin bir paralelkenar ve H F'DFE nin bir dikdortgen oldugu goriiliiyor.

ACDG bir kirigler dértgenidir. FC||HE oldugu i¢in ZBGD = LACB = ZHED. Sonug olarak
H,E,D,G noktalar1 ¢cemberdestir ve H,G, D, E, F noktalar1 [HE] ¢aph bir ¢ember tizerindedir. O
zaman /BGE = 90° ve Z/GBE = 90° — ZGED = ZGFEF. Son olarak AGDC ve GFED Xkirigler
dértgeni olduklar icin ZBAC = 180° — Z/GDE = /GFE olur. Ispat tamamlanmistir.

3. zyz = 1 kogulunu saglayan tiim z, y, z pozitif gercel sayilar: i¢in,

1 1
<1
$+y20+211+y+220+$11+2’+$20+y11 —

oldugunu gosteriniz.

Cozim: Tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilart i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden

1 aB+b %463
a+ b2 +clt = (a7 4+ b7 + c7)?

elde edilir. Bu esitsizligi (a,b,c¢) = (x,y, 2), (y, 2, ) ve (z,z,y) i¢gin yazip taraf tarafa toplarsak, ispati
tamamlamamiz igin

x13+y13+zl3+x76+y76+276+x3+y3+z3 < $14+y14+214+2(Z‘7y7+’y727+271}7> (1)

oldugunu gostermenin yeterli oldugunu gortiriiz.



xyz = 1 oldugundan

111 . 62 2 2 32 32
x13_|_y13+213:z:xlsgyz,,z37 20 4 y6 4 76 Zm 63.% e x3+y3+2322x63y33233

cyc cyc cyc

olur. (133, 3,3) < (14,0,0), (63,6%,2) < (7,7,0) ve (6%,3%,3%) < (7,7,0) oldugu i¢in Muirhead

3733 3
esitsizliginden
31 11 62 62 2 2 32
}:x 333<§:xl400 }:x3 3. < 2Ty ve }:xsy%z?’ <§:a:770
cyc cyc cyc cyc cyc cyc

elde edilir. Bu iig egitsizlik taraf tarafa toplanirsa (1)’deki esitsizlik bulunur ve ispat tamamlanir.

4. a; =5ven>11ign, apy1 = a3 —2a + 2 olsun. p = 3 (mod 4) kogulunu saglayan bir p asal sayist

asgo11 + 1 sayisii boliiyorsa, p = 3 oldugunu kanitlayimiz.

Coziim: Her n > 1 sayisi igin an+1 — 2 =a2(a, — 2). Bunu kullanarak n iizerinden tiimevarimla tiim

n > 1 degerleri igin a,+1 — 2 = 3a2a?_, - - - a? oldugu kolayca elde edilir. Sonug olarak

azi +1= 3(a§010a§009 T af + 1) = 3([az010a2000 - - - a1]2 +1)

olur. p = 3 (mod 4) asal say1si agg11 + 1 sayisinin bir asal boleni olsun. (aggio@z009 - - - @1)? + 1 sayisimin
her ¢ asal boleni i¢in ¢ = 1 (mod 4) ya da ¢ = 2 oldugu biliniyor. Sonug olarak p|3 ve dolayisiyla p = 3.

5. M ve N diizlemde yer alan diizgiin digbiikey cokgensel bolgeler olmak tizere, u¢ noktalarindan
biri M ye, digeri de N ye ait olan dogru pargalarinin orta noktalarindan olusan kiimeyi K (M, N)
ile gosterelim. K (M, N) nin de diizgiin digbiikey ¢okgensel bir bolge olmasini saglayan tiim (M, V)
ikililerini belirleyiniz.

Coziim: Cevap: K = K (M, N) biir diizgiin ¢okgendir ancak ve ancak

e N cokgeni M ¢ekgenine homotetiktir veya

e M nin kenar sayist m olmak tizere N gokgeni, M ¢okgeninin merkezi etrafinda 180/m dondiiriiliip
otelenmesiyle elde edilmigtir.

(Coztiim boyunca bir digbiikey cokgenin XY kenar: dedigimizde Y noktasi, ¢okgenin gevresi iizerinde
saat yontuiniin tersinde X ’ten sonragelen ilk kose olacaktir.

AB, M cokgeninin bir kenari olsun. O zaman su kosullar1 saglayan tam olarak bir tane ¢ dogrusu
vardir:

e /NN, N nin ya bir A’B’ kenaridir (durum 1) ya da bir C' kdsesidir (durum 2).

e AB dogrusunun olusturdugu ve M yi iceren kapali yari-diizlem ile ¢ nin olustudugu ve N yi iceren
kapali yari-diizlemin kesisimleri bog degildir.

e(AB) ile, durum 1 halinde ABB’A" yamugunun orta tabanini, durum 2 halinde ABC' ti¢geninin
AB ye paralel olan orta kenarmm gosterelim. h(AB) ile, e(AB)’yi igeren dogrunun olusturdugu
ve yukaridaki yari-diizlemler ile kesisimi bos olmayan kapali yari-diizlemi gosterelim. M ve N
¢okgenlerinin rolleri degistiginde de ayni notasyonlar kullanilacaktir.



M ve N gokgenlerinin tiim AB kenarlar igin tamimlanan biitiin h(AB) yari-diizlemlerinin kesigimi
K olsun. K bir digbiikey ¢okgendir ve bu ¢okgenin cevresi M ve N cokgenlerinin tiim AB kenarlar:
icin tamimlanan e(AB) dogru pargalarinin bilegimidir. M veya N’nin herhangi bir AB kenar1 igin
h(AB) yari-diizlemi K yi igerdiginden dolay1 K; K yi icerir. Ashnda K; = K dir: Bir X € K;
icin ara deger teoreminden dolay1 Y ve Z noktalar1 K; in ¢evresinde olmak {izere X in [Y Z] dogru
parcasinin orta noktasi oldugu Y ve Z noktalar: vardir. M nin ¢evresinde D ve E, N nin ¢evresinde
D’ ve E' noktalar1 vardir 6yle ki [DD'] ve [EE'] dogru pargalarinin orta noktalar: sirasiyla Y ve Z dir.
[DE] ve [D'E’] dogru pargalarimin orta noktalar1 sirasiyla F' ve F” olsun. O zaman F' M nin, F” de
N nin igindedir. ayni zamanda X [F'F'] dogru pargasinin orta noktasidir. Béylelikle K7 = K elde edilir.

K nin bir kenarina, durum 1 halinde t¢-tip ve durum 2 halinde M -tip diyelim. N-tip kenar da benzer
sekilde tanimlaniyor. M ve N ¢okgenlerinin bir kenar uzunluklar: sirasiyla dy; ve dyy olsun. O halde M-
tip bir kenarin, N-tip bir kenarin ve t-tip bir kenarin uzunlugu sirasiyla das /2, dy /2 ve (dp+dn)/2 dir.

K nin diizgiin bir ¢cokgen oldugunu varsayalim. K nin tiim kenar uzunluklari ayni oldugu i¢in, K nin
ayni anda M-tip ve t-tip kenarlar1 veya ayni anda N-tip ve t-tip kenarlar1 olamaz. Tim kenarlar:
t-tip ise, M ve N nin kenarlar: ikigerli birbirine paraleldir ve M ile N diizgiin ¢okgen olduklarindan
dolay1 bu da M ve N nin homotetik oldugunu gosterir. Bu durumda da sorudaki sartlarin saglandigi
aciktir.

Geriye K nin hem M-tip hem de N-tip kenar igerdigi durum kaliyor (Bu durumda K nin hig t-tip
kenar1 olmadigini hatirlayalim). O zaman dy; = dy. Ardigik olup farkh tipte olan iki kenar segelim:
AB ve BC K nin sirasiyla M-tip ve N-tip kenarlar1 olsun. O zaman AB = e(A;B;) A;B1B; nin
bir orta kenaridir ve BC' = ¢(ByC5) B2Cy By nin bir orta kenaridir éyle ki Ay By M nin bir kenaridir
ve ByCy N nin bir kenaridir. M nin By kosgesindeki diger kenar1 B1C;, N nin By kosgesindeki diger
kenar1 A, B, olsun.

AB/JA1B, ve BC//ByC5 oldugu i¢gin ZABC hem ZA;B,C; den hem de Z£A3B;C5 den biiyiiktiir.
Diger taraftan, K nin ardigik iki M-tip kenarinin arasindaki agi M nin bir i¢ agisina esittir ve ardigik
iki N-tip kenarmin arasindaki a¢i N nin bir i¢ acisina esittir. O halde K diizgiin ¢okgen oldugu i¢in
K nin ardigik iki ayni tip kenar1 olamaz. Boylece M-tip kenarlarin ve N-tip kenarlarin sirayla yer
aldiklar1 ve esit sayida bulunduklar: goriliir. M-tip kenarlar ile M nin kenarlar1 arasinda birebir bir
esleme ve N-tip kenarlar ile NV nin kenarlar1 arasinda da birebir bir egleme bulundugundan N nin bir
m-gen ve K nin ise bir 2m-gen oldugu sonucuna varilr.

B1C4 ve ByCy dogrulart arasindaki dar ag1 6 olsun. O zaman ZABC = ZA,B,C; + 6 olur ve buradan
da 180°- (2m —2)/(2m) = 180°- (m — 2)/m + 6 bulunur. Demek ki # = 180°/m ve bu da kalan kismin
ispatini tamamlar. Ayrica, bu durum saglanirken sorudaki kogullarin da saglandigi ayni egitlik ve
kenar uzunluklar arasindaki bagintidan kolayca goriilebilir.

6. A ilkesindeki 2011 kent ile B {ilkesindeki 2011 kent arasinda karsilikli ugak seferleri yapiliyor.
Iki kent arasindaki seferleri yalmzca bir hava yolu sirketi igletebiliyor ve bir kentten ¢ikan seferleri
en ¢ok 19 farkli hava yolu sirketi isletebiliyor. Uguslar hava yolu sirketleri arasinda bu kosullari
saglayacak bigimde nasil paylasgilmig olursa olsun, yalnizca bir tek hava yolu sirketinin ucuslarim
kullanarak herhangi ikisi arasinda gidebilecegimiz k kent bulunuyorsa, k£ nin alabilecegi en biiylik
degeri belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 212.



Soruyu ¢izge kavrami kullanarak yeniden formiile edelim. |A| = 2011 ve |B| = 2011 olmak iizere,
bir K4 p tam iki kissmh (bipartite) ¢izgenin kenarlari, her kdseye bagh kenarlar en fazla 19 renge
boyali olacak gekilde nasil boyanirsa boyansin, k koseli tek renkli kenarlarla baglantili bir alt ¢izge
bulunuyorsa, k sayisinin alabilecegi en biiyilik degeri belirleyiniz.

v kdgesine bagh olan kenarlarin renklerinin kiimesi C'(v), v kdgesine bagh olan ¢ renkli kenarlarin sayisi
d;(v) olsun. Aralarindaki kenar i rengine boyali olmak {izere, her (u,v) kose ikilisi igin f(u,v) =
d;(u) + d;(v) olsun. Cauchy-Schwarz esitsizligine gore,

1 , 2011
2, Juwv= 3, (2. d()) o119~ M g

u€AveB u€A,ieC(u) u€AieC(u

elde edilir. O zaman [2- 23] = 212 olduguna gore, giivercin yuvasi prensibinden f(s,t) > 212 olacak
sekilde bir (s,t) kose ikilisi bulunacaktir.

Son olarak £ = 212 olan bir ¢rnek verelim. A ve B kiimelerini 105 ve 106 elemanli Ay,..., A9 ve
By, ..., Big alt kimelere ayiralim ve A; alt kiimesinin her elemani ile B; alt kiimesinin her elemaninin
arasindaki kenar1 ¢(i,7) = ¢ + 7 (mod 19) olmak tizere c(i,j) rengine boyayahm. Bu durumda tek
renkli kenarlarla baglantili en biiyik alt ¢izgenin kose sayisi 212 olacaktir.



