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Coziimler

1. Her n pozitif tam sayis1 igin P(n!) = |P(n)|! kogulunu saglayan tiim tam say1 katsayili P(x)
polinomlarini bulunuz.

Coziim: Cevap: P(x) =1, P(z) =2 ve P(z) =

Oncelikle, P(z) ve Q(z) polinomlar olmak iizere, P(z) = Q(z) esitligi sonsuz coklukta z icin
saglaniyorsa, her x igin P(z) = Q(z) oldugunu hatirlayalim.
n=1,2igin P(1) = |P(1)|! ve P(2) = |P(2)|! olur ve boylece P(1), P(2) € {1,2} elde edilir.

Durum 1: P(2) = 1. Her n pozitif tam sayist i¢gin P(n!) > 0 saglamir. O halde, m herhangi
bir pozitif tam say1 ve n = m! olmak tizere, P(n!) = P(n)! elde edilir. Bezout teoreminden
n! — 2|P(n!) — P(2) = P(n)! — 1 olur. m > 2 iken n! — 2 ¢ifttir ve dolayisiyla P(n)! — 1 de ¢ifttir. O
zaman P(n)! tektir ve dolaywsiyla P(n) € {0,1} elde edilir. O halde P(z) = c egitligini saglayan sonsuz
¢oklukta z sayisimn bulundugu ¢ € {0,1} vardir. Demek ki P(z) sabit bir polinomdur. P(2) = 1
oldugundan her x i¢in P(z) =1 olur.

2 ve P(1) = 1. Bezout teoreminden 5 = 3! — 1|P(3!) — P(1) = |P(3)|' — 1 ve
4 = 3! —2|P(3!) — P(2) = |P(3 )|' — 2 elde edilir. Buradan da |P(3)| = 3 olmas: gerektigi goriiliir.
O zaman P(6) = P 3!) = |P(3)|! = 6 olur. Benzer gekilde P(6!) = 6!, P((6!)!) = (6!)!,... elde edilir.
Sonug olarak P(z) = z esitligi sonsuz ¢oklukta z i¢in saglanir. Dolayisiyla her z i¢in P(z) = x olur.

Durum 2: P(2) =
(3!

Durum 3: P(2) = 2 ve P(1) = 2. Yine Bezout teoreminden 5 = 3! — 1|P(3!) — P(1) = |[P(3)|! — 2
bulunur. O zaman |P(3)| = 2 olmali ve boylece P(6) = P(3!) = |P(3)|! = 2 elde edilir. Benzer
bigimde P(6!) = 2, P((6!)!) = 2,... elde edilir. Sonug olarak P(z) = 2 esitligi sonsuz ¢oklukta x igin
saglanir ve dolayisiyla her z i¢in P(z) = 2 olur.

2. ABC, |AB| = |AC| kosulunu saglayan bir ikizkenar tiggen ve D, A ya ait yiiksekligin
ayagl olmak tizere, ADC {iggeninin ig¢ bolgesindeki bir P noktasi m(A/P\B) > 90° ve
m(@) + m(@) = m(@) kosullarini saghyor. CP N AD = {Q} ve BP N AD = {R}
olsun. [AB] iistiinde yer alan bir T" noktasi ile [AP istiinde ve [AP] diginda yer alan bir S noktasi,
m(@) = m(iQ\C’) ve m(@) = Zm(@%) kogullarimi saghyorsa, |TR| = |RS| oldugunu

gosteriniz.

Coziim: /PAR = ZQBR oldugu kolayca gortlir. ZPAR = o, /PBC = ve ZBAD = 6 olsun. P
noktasit ve ABC ii¢geni igin Ceva teoreminin trigonometrik versiyonu uygulanirsa

sin(f + ) cos(a+ 5 +6) sinf 1)

sin(0 —a)  sin(a+pB)  cos(B+0)




elde edilir.

2cos(a+B+0)sin f = sin(a+28+60)—sin(a+0) ve 2sin(a+ ) cos(f+0) = sin(a+28+60)—sin(6 — )
oldugu i¢in (1) esitligi
sin(f + ) sin(a+28 4 6) —sin(a +6) 1
sin(0 —a) sin(a+28+0)—sin(@ —a)
olarak yazilabilir. Buradan (sin(f 4+ a) — sin(6 — a))sin(a + 28 + 0) = sin?(0 + a) — sin?(§ — a) ve
sonu¢ olarak

sin(a + 26 + 0) = sin(f + «) + sin( — a) = 2sinf cos a (2)

elde edilir. Ote yandan, R noktasi ve ATS iicgeni icin Ceva teoreminin trigonometrik versiyonu

uygulanirsa
sin(fa+268+6) sina  sin ZRST

sin 0 "sin(2a) sin ZRT'S - 3)

bulunur. sin(2a) = 2 cos asin a ve sin(a + 25 + 0) = 2sin 0 cos o kullanilarak (3) esitligi

2sin 0 cos « 1 sin ZRST B
sin 6 2cosa sin ZRTS

olarak yazilabilir ve sonug olarak sin ZRST = sin ZRT'S olur. ZRST ve ZRTS bir ti¢cgenin iki ig
acis1 olduklarindan bu iki a1 egittir ve ispat tamamlanir.
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3. Tim =z, y gergel sayilar icin,
i f(f(@%) +y+ fy) =2 +2f(y) ve
ii. 2 <y = f(x) < fly)

kosgullarini saglayan biittin f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz.



Cozim: Cevap: f(z) = z.

f fonksiyonunun birebir oldugunu gosterelim. (i) de y = 0 yazarak her z i¢in f(f(z?) + f(0)) =
22 4+ 2£(0) elde edilir, bir diger deyisle her negatif olmayan a degeri i¢in

f(f(a) + f(0)) = a+2f(0) (1)

olur. Buradan negatif olmayan gercel sayilar tizerinde f fonksiyonunun birebir oldugu gelir. y; ve ys
iki gercel say1 olsun. (i) de y sayisini sabitlersek f fonksiyonunun iistten sinirh olmadigi goriiliiyor.
fyn) = fly2) olursa f(f(z?) +y1 + f(y1)) = f(f(2®) + y2 + f(y2)). Yeterince biiyiik x degeri icin
f(@®) +y1 + f(y1) ve f(2?) + ya + f(y2) pozitif olacaktir. Buna gore, y; = yo olur.

f(0) = 0 oldugunu gosterelim. f(0) < 0 ise a = —2f(0) i¢in f(f(—2f(a)) + f(0)) = 0 olur.
Demek ki bir ¢ sayis1 igin f(¢) = 0. (i) de # = 0 ve y = c yazarsak f(f(0) +¢) = 0
gelir.  f birebir oldugundan f(0) + ¢ = ¢ ve f(0) = 0 gelir. f(0) > 0ise (i) de x = y = 0
yazarsak f(2f(0)) = 2f(0) gelir. Simdi a = 3f(0) = f(0) + f(2f(0)) alahm. (1) e gore
fla) = f(f(0)+ f(2f(0))) = 2f(0) +2f(0) = 4f(0) olur. Her iki tarafa 6nce f(0) ekleyip daha sonra
f fonksiyonunu uygularsak f(f(a) 4+ f(0)) = f(5/(0)) = 3£(0) +2f(0) = 5f(0) gelir. (i) de z =0 ve
y = 2f(0) yazarsak f(5f(0)) = 4f(0) olur. Sonug olarak f(5f(0)) sayws1 5f(0) ve 4f(0) degerlerine
esittir ve bu da f(0) = 0 oldugunu gosteriyor.

Simdi (1) den a > 0 igin f(f(a)) = a ve tiim gergel y degerleri igin f(y+ f(y)) = 2f(y) gelir. y = f(a)
yazarsak f(f(a) 4+ a) = 2f(f(a)) = 2a, y = a yazarsak f(a + f(a)) = 2f(a) gelir. Demek ki tiim
a > 0 degerleri i¢in f(a) = a. Demek ki (i) kogulu f(z% +vy + f(y)) = 2* + 2f(y) oluyor. Her y, icin
z3+yo+ f(yo) > 0 olacak sekilde bir zy vardir. O halde f(z3+yo+f(v0)) = 22 +vo+ f(y0) = z3+2f (o)
olur ve buradan da f(yg) = yo gelir.

f(z) = x fonksiyonu bariz sekilde kogullar1 saghyor.

4. Tum x, y, z pozitif gercel sayilari icin,

r(2x—y)  y@2y—2)  2(2z-2)
2z 1) 20ty 1@yt2)

> 1

oldugunu kanitlayimiz.

r(2x —y)  2(z®+y2)

y(2z +x)  y(2z +2)
benzer gekilde yazarsak ispatlanmasi gereken esitsizlik

Coziim: Esitsizligin ilk terimi — 1 sekilinde yazilabilir. Kalan iki terimi de

2 2 2
7+ yz Yo+ zz 2+ xy > 9

fev ) = ey T vy T ey ) -

olur. aq,as,as pozitif gercel sayilar olmak iizere Cauchy-Schwarz esitsizliginden

2 2 2 2
T z r+y—+=z

v P ey
aq ag as ap + as + as

(1)

elde edilir.

1:2 yQ 22

y2et7)  2Zty) o2yt

g9(z,y,2) =



olsun. a; = y(2z + z), as = z(2z + y) ve a3 = x(2y + z) alrsak (1) den

x+y+22
9(x,y,2) > ( )
3(zy + yz + 2x)
elde edilir. . p
Wy, 2) .

B 20 +y * 20 + 2 + 22+ x
olsun. Benzer sekilde a1 = z(2x + y), as = y(2y + 2) ve a3 = 2(2z + ) alirsak (1) den

x y 2
h —
x? y? 22 (x+y+2)?

= - + >
e(2r+y)  yQRy+z) 222+2z) " 2@+ Y +2%) faytyz+oew
elde edilir. Sonug olarak,

1 1
+
xy+yz+zr) 2@+ y?+22) oy +yz+zx

)

f:g+h2(x+y+z)2(3(

2 +y+2)*
3y +yz + 2x)(2(2? + y? + 22) + 2y + yz + 2x)

2z +y+ 2)*
3y +yz+22)2(x +y+2)? = 3(xy +yz + 22))

2(r +y+ 2)* B

- (3(:):y+yz+zm)+2(:):+y+z)273(:py+yz+zm))2 -
2

olur (son esitsizlik AG ortalama egitsizligidir) ve ispat tamamlanir.

5. z; € {1,2,...,20}, (1 < i < 2012), bigimindeki tiim (x, 9, ..., xe012) 2012-lilerinden olugan
kiimeyi P ile gosterelim.

Bir S C P altkiimesi, her (z1,z,...,T012) € S i¢in,

v <x; (1 <i<2012) = (y1,%2,---,Y2012) €S
kosulunu saghyorsa, S ye alcalan kime;

i <y (1 <i<2012) = (y1,%2,---,Y2012) €S

kosulunu saghyorsa da, S ye yikselen kime diyelim.

A ve B bog olmayan bir algalan ve bir yiikselen kiime olmak iizere, |A N B|/(|A]| - | B|) nin alabilecegi
en biiyiik degeri belirleyiniz.
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Coziim: Cevap: o212

n bir pozitif tam say1 olmak tizere, x; € {1,2,...,20}, (1 < i < n), seklindeki tim (zq,x2,...,2,)
n-lilerinden olusan kiimeyi P, ile gosterelim. A, C P, ve B, C P, sirasiyla bosg olmayan alcalan ve



yukselen kiime olmak tizere, f(A

n, Bn) = [An N Byl /(|Anl - |B |) ifadesinin alabilecegi en biiyiik degerin
oldugunu gosterelim. A, = B,, =

P, ise f(An, B,) = olur. n lzerine tiimevarimla

20” 20"

1
= 207

oldugunu gosterecegiz ve ispat tamamlanmis olacak.

f(An, By) < (1)

n =1 olsun. |A; N B;| = 0 ise esitsizlik bariz sekilde saglanmiyor. |A, N B,| = ¢ > 0 ise tanimlara gore,
a+ b+ c = 20 olacak sekilde negatif olmayan a,b tam sayilar igin 4; = {1,2,...,a + ¢}

ve By = {20 — b — ¢+ 1,...,20} olacaktir. O zaman [A;] = a + ¢, |Bi] = b+ ¢ ve

c c 1 1
Ay, By) = = = < 99 ol
fiA By) (@a+c)b+c) a+tbtctab 20+abjc =20

(1) esitsizliginin n — 1 i¢in dogru oldugunu varsayalim. A, kiimesinin (z1,zs,...,x, = i) seklindeki
tiim elemanlarindan olusan alt kiimesi A,,(7) olsun. A, (i) kiimesini,

(x1,2T2,...,xp—1) € A, (i) ancak ve ancak (x1,22,...,%p_1,2, =1) € A,(7)

olacak sekilde tanimlayalim. Benzer sekilde B, (i) ve B, (i) kiimeleri tanimlaniyor. Buna gore,
A, = U2 A, ( |A|_Z|A ve A C Ay C---C Ay

ve benzer sekilde
B, = U® B,(i), |B, |_Z|B )| ve By D By D---C By

olur. Tiimevarim varsayimina gore,

20 20
. . 1 iy .
[An N Bal =) |A, ()N B, (i)] < SgnT D140 1B, (1) (2)
i=1 i=1
olur. Chebyshev yeniden diizenleme esitsizliginden
20 20 20

S A 185 ()] < 5 (> AL B = B @)

=1 =1 =

gelir. Son olarak (1) esitsizligi (2) ve (3) esitsizliklerinden elde ediliyor.

6. Swrasiyla, [AE] ve [AF] dogru pargalar1 {istiinde yer alan B ve D noktalar i¢gin, ABF ve ADE
liggenlerinin A koselerine ait dig teget gemberleri aynidir. Bu ¢emberin merkezi I, [BF|N[DE] = {C'} ve
IAB,IBC,ICD,IDA, IAE, IEC, ICF, IF A ticgenlerinin ¢evrel cemberlerinin merkezleri sirasiyla,

P, Py, P3, Py, Q1, Q2, @3, Q4 olsun.
a. P, P», P3, Py noktalarimin ve Q1, Q2, @3, 4 noktalarimin ¢emberdeg oldugunu gosteriniz.

b. Bu cemberlerin merkezleri sirasiyla, O; ve Oy olmak tizere, O, O,, I noktalarinin dogrudas
oldugunu gosteriniz.

Cozum:



Ik olarak P, ve P; noktalarmm IF iizerinde, P, ve P, noktalarinin /FE tzerinde bulundugunu
gosterelim. Bu iddialardan birini gostermek yeterli, ¢iinkii diger ii¢ii de benzer sekilde ispatlanabilir.
/ZBP I = 2/BAIl = /BAF’dir. ZAP,B = 2/BIA = /EBF — /BAF = /AFB oldugundan
A, F, P;, B noktasarinin cemberdes olduklarim goriirtiz. Boylece P, € I F olur. Sonug olarak, Py, Py, [
dogrusaldir ve Py, P3, I noktalar1 da dogrusaldir.

Her i = 1,2, 3,4 i¢in sorudaki P; merkezli cemberi (P;) ile gésterelim ve bu ¢gemberin yarigapr R; olsun.
(P) ve (Py) gemberlerinin kuvvet ekseni Al dogrusu, (FP») ve (P;) ¢emberlerinin kuvvet ekseni C'T
dogrusu oldugundan

Ry, sin/ZABI sin/ZCBI Ry

Ry sin/ZADI ~ sin/ZCDI Eg

elde ederiz. Boylece Py, P», P3, P, noktalarimin cemberdes olduklari goriliir.  Benzer bigimde
Q1, Q2, Q3, Q4 noktalar: da ¢emberdestir ve (a) ispatlanmig olur.

Simdi (b)’yi ispatlayalim. A, F, P;, B noktalarimn g¢emberdeg olduklarim biliyoruz. ZAQuF =
2/AIF = ZABF oldugundan (04 noktasimnin da bu ¢ember tizerinde yer aldiginji goriiriiz. Boylelikle

LAP T

LAPQy=/EBQ4s= /EBI = =/LAP Py

olur ve buradan da )4 noktasinin P; Py dogrusu tizerinde oldugu anlasilir. Benzer bicimde Py, Py, Q1, Q4
noktalarinin dogrusal, Py, Ps, 2, Q3 noktalarinin da dogrusal olduklarini goriirtiz. PyPyN PPy = {G},
P PN P3Py = {S} ve Q1Q2 N Q3Q4 = {R} olsun. Brokard teoreminden dolay1 I'nin, (O;) ¢emberine
gore kutup dogrusunun GS, (O3) gemberine gore kutup dogrusunun ise GR oldugu goriiliir. Ote
yandan hem GP;,GS, GPs;, GI dortliisiiniin hem de GQq, GR, GQ3, GI dortlisiintin harmonik kalem
olduklarim biliyoruz. O halde, G, S, R noktalar1 dogrusaldir ve boylece 107 L GS ve GR 1. 105 elde
edilir. Buradan da I € O;0, oldugu gelir.



