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Coztimler

1. [AB] ¢apli bir w; gemberi ile A merkezli bir wy gemberi C' ve D noktalarinda kesigiyor. ws gemberinin
istiinde, w; cemberinin disinda ve AB dogrusuna gore C' ile aym tarafta yer alan bir F noktasi i¢in,
BE dogrusu wy ¢emberini ikinci kez F' noktasinda kesiyor. w; ¢emberinin iistiinde ve bu ¢cemberin
C' den gegen capina gore A ile aymi tarafta olan bir K noktas1 2|CK]| - |[AC| = |CE| - |AB| kogulunu
sagliyor. K F' dogrusu w; ¢emberini ikinci kez L noktasinda kesiyor.

D noktasinin BE dogrusuna gore simetriginin, L, F' ve C' noktalarindan gegen ¢emberin iistiinde
oldugunu kanitlayimiz.

Coztiim : D noktasimin BE dogrusuna gore simetrisi D' olsun. R; ve Ry sirasiylas w; ve wy

D.f

cemberlerinin yarigaplari olsun. 2 - CK - AC = CFE - AB oldugu i¢in CK/CFE = R;/Rs elde ederiz.
Siniis teoreminden 2-sin ZCLF = CK/Ry = CE/Ry = 2-sin ZCF E olur ve béylece ZCLF = ZCFE
bulunur (¢iinki bu iki aginin toplami 180° den kiigiik.) BE dogrusunun w; ¢emberi ile ikinci kesigimi
X noktasi olsun. AC' = AD ve [AB] nin w; in bir ¢ap1 olmasindan dolay1 w; in kiigiik BC' ve BD
yaylar1 ayn1 uzunluktadir. Buradan da /DX B = ZCX B elde edilir. Z/D'XB = /DX B oldugu igin
X, C, D' noktalar1 dogrusaldir. ZAXB = 90° oldugundan FX = FX olur. ZACB = 90° oldugu



icin ise BC' dogrusunun wsgemberine teget oldugu goriiliir ve buradan da /FC'B = ZBEC bulunur.
Diger taraftan, Z/DCF = ZDFEF oldugu i¢cin ZDEC = Z/DCB = ZCXB = ZDXB bulunur ve
boylece /ZECX = ZDEX ve ZCEX = ZEDX elde edilir. Sonug olarak, EC'X ve DEX iicgenleri
benzerdir ve XC - XD' = XC - XD = EX? = FX? olur. ZCLF = ZCFFE oldugundan X F' dogrusu
CLF {iggeninin ¢evrel cemberine tegettir. XC' - XD’ = FX? oldugundan dolay1 da D’ noktasinin bu
¢gember tizerinde oldugu goriliir ve ispat tamamlanir.

2. m porzitif bir tam say1 olsun.

a. 1+ km? sayisinmn bir tam kiip olmasini ve 1 + kn?® sayilarimin hicbir n < m pozitif tam sayisi icin
bir tam kiip olmamasini saglayan sonsuz ¢oklukta k pozitif tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.

b. p = 2 (mod 3) kogulunu saglayan bir p asal sayis1 ve bir r pozitif tam sayis1 i¢in, m = p" ise, (a)
kismindaki kogulu saglayan tiim & pozitif tam sayilarini bulunuz.

Coziim : a. m = 1 durumunda her i pozitif tam sayisi icin k = i3 — 1 sayis1 kosullar1 saghyor. Simdi
m > 1 durumunda her i pozitif tam sayist icin k = 3m® + 3i?m? + 37 sayisinin kosullar sagladigin
gosterelim. 1 + km? bir tam kiiptiir:

14+ Ekm? = 1+ (*m® + 3i*m® 4 3i)m® = 3m® 4 3i*m® + 3im® + 1 = (im® + 1)3.
Her 1 < n < m sayist igin
1+ kn® =1+ 7mbn® + 3i*m®n® + 3in? (1)
Ispat1 tamamlamak icin
(im*n)® < 1+ kn® < (im*n + 1)
oldugunu gosterelim. Ilk esitsizlik (1) den geliyor. n < m olduguna gére, (n — m)(im®n+n +m) < 0.

Buna gore, im®n? + n? < im*l + m?. Her iki tarafi 3in ile carpip taraflara 1 + i*m%n?® eklersek ikinci
esitsizlik elde edilir.

b. m =p" ve 1 + kp* = 13 olsun. O zaman kp*" = (t — 1)(t* +t + 1) olur. obeb(t — 1,t* +t+1) =d
olsun. obeb(t — 1,t> +t + 1) = obeb(t — 1,2t + 1) = obeb(t — 1,3) = d olduguna gore, d | 3 olur. p # 3
olduguna gore, p" | >+t + 1 ya da p> | t — 1.

Durum 1: p* | 2 +¢t+ 1. t* +t+ 1 = p*j olsun. #* + ¢ + 1 tek olduguna gore, p # 2. Ikinci
dereceli t> +t + 1 — p*j = 0 denkleminin diskriminant1 1 — 4(1 — p3'j) = 4p3"j — 3 bir tam kare

olmak zorundadir: 4pj — 3 = 22, —3 say1s1 p = 2 (mod 3) seklindeki tek asal sayilar i¢in kare kalan
olmalidir, celigki.

Durum 2: p* | t — 1. t—1 = p¥j olsun. O zaman 1 + kp* = (p*j + 1)3 ve buradan da
k = p% 3% + 3p> 5% + 35 elde ediliyor.

Son olarak (a) sikkinin ¢oztimiinde oldugu gibi 1 <! < p" durumunda
(Gp* D) < 14+ kp” < (jp* 1 +1)3

estsizlikleri elde edilir. Sonug olarak, kosulu saglayan tiim k sayilar1 k = pb 53 + 3p37j2 + 35 seklinde
oluyor.



3. n hava yolu sirketinin ve 100 kentin bulundugu bir iilkedeki kentlerden bazilar1 arasinda kargilikli
olarak toplam 2013 ucak seferi yapiliyor. Bu seferleri kullanarak bu kentlerden herhangi birinden bir
digerine gitmek olanakli olup, birinden digerine dogrudan veya tek aktarma ile gidilemeyen en az iki
kent bulunmaktadir. Bu iilkedeki herhangi iki kent arasinda tek bir girketin uguslarimi kullanarak
gitmek miimkiinse, n nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

Coziim : Cevap n = 1915.

Soruyu ¢izge teorisi kavramlarini kullanarak yeniden formiile edelim: Koge sayis1 100 ve kenar sayisi
2013 olan baglantili bir G ¢izgesinde birinden digerine olan uzaklik en az li¢ olan en az iki koge
bulunuyor. Cizgenin kenarlar1 n renge, herhangi bir koseden herhangi bagka bir koseye ayni renge
boyali kenarlarla ulagilabilecek sekilde boyanabiliyorsa, n en fazla kag olabilir?

Ik 6nce n = 1915 i¢in bir 6rnek verelim. Cizgenin tiim koselerini birlegtiren bir agacin tiim kenarlarini
ayni renge ve kalan kenarlarin hepsini birbirinden farkli renklere boyanirsa sorudaki kogullar saglanir
ve toplam renk sayisi n = 2013 — 99 4+ 1 = 1915 olur.

Simdi renk sayisinin daha fazla olamayacagini gosterelim. En ¢ok renk bulunduruan bir boyama
alalim. Bu boyamada

1. Aynu renkli kenarlar baglantily bir agag¢ olusturuyorlar: Tek renkli bir dongii varsa, bu dongiiniin
bir kenar1 yeni bir renge boyanarak toplam renk sayisi artirilabilir. Birbiriyle baglantili olmayan ayni
renkli iki agac varsa bu agaclarin biri yeni bir renge boyanarak toplam renk sayisi artirilabilir.

2. Iki ajacwm ortak kise saysi en fazla iki olabilir: Ortak koge sayisi ikiden fazla ise, bu agaclarn
birlesimi en az iki dongii icerecektir. Bu durumda 6nce bu iki agaci ayna renge boyayip, daha sonra
her dongiide birbirinden farkli birer kenar1 yeni bir renge boyayarak toplam renk sayisi artirilabilir.

3. Genelligi bozmadan iki ortak kése paylasan iki agacin kesisim noktalarimin bu agaclarin ug noktalar:
olduklarine varsayabiliriz. Aksi takdirde once bu iki agaci1 ayna renge boyayip, daha sonra bu iki agacin
birlesimindeki dongiideki bir kenar1 yeni bir renge boyayarak toplam renk sayisin1 degistirmemis oluruz.

Simdi aralarindaki uzaklik en az 3 olan herhangi u ve v koselerini alalim. u ve v kogelerini birlegtiren
ve ayni renkli kenarlardan olugan agacin kogeler kiimesi X, X — {u,v} =Y olsun. u kdgesinin komsu
koseleri A, G ¢izgesinin u, v ve A digindaki kdseler kiimesi B olsun. w kogesi, B—Y deki her kogeyle ayni

renkli kenarlardan olusan bir agacla birlesmek zorundadir. Bu agaclar 77, ..., T, olsun. Bu agaglardan
herhangi ikisi u noktasinda kesisiyorlar. 3. 0Ozellige gore bu agaclarin herhangi ikisinin u diginda
kesisme noktasi bulunmuyor. Buna gore, k = 1,...,p olmak tlizere, her T}, ile A nin bir kosesi birebir

eslestirilebilir. Sonug olarak 71, ..., T}, agaglarinin birlegimi u diginda en az |B| —|Y N B|+ p tane koge
iceriyor. v kosesi, A—Y deki her kogeyle ayni renkli kenarlardan olusan bir agacla birlesmek zorundadr.
Bu agaglar Sy, ..., S, olsun. Benzer sekilde, bu agaclarin birlesimi v diginda en az |A|—|Y NA|+¢ tane
kose igeriyor. Aymi renkli kenarlardan olusan 1 4 d koseli bir agag d — 1 renk kaybina neden oluyor.
Buna gore, toplam renk kaybi en az

Bl = [YNBl+p—p+|A =Y NA +q¢—q+ Y] -2

olacaktir. |Y N B|+ |Y NA| = |Y]| — 2 olduguna gore, toplam renk kaybi en az |A| + |B| = 98 oluyor.
Sonug olarak renk sayisi en fazla 2013 — 98 = 1915 olabiliyor.



4. 2" + n = m! esitligini saglayan tiim (m, n) pozitif tam say1 ikililerini belirleyiniz.
Coziim : Cevap: Sadece (3,2).

m = 1 durumunda ¢6ziim olmadigina gore, m! bir ¢ift sayidir. Buna gore, n de bir ¢ift say1 olmak
zorundadir. ¢ > 1 bir tam say1 ve s bir pozitif tek tam say1 olmak tizere, n = 2! - s olsun. t = 1
durumunda tek ¢oziim n = 2 ve m = 3 olur. ¢ > 2 durumunda

ml=2"+n=22%420.+>2% 4 ot
elde edilir. ¢ uzerinden tumevarimla
2% 42> (2t — 1) (1)

oldugunu gosterelim. ¢t = 2, 3 ise esitsizlik saglaniyor. Esitsizligin ¢ = k icin saglandigini varsayalim.
Esitsizligin k + 1 i¢in de saglandigini gostermek igin

92kt 4 Qk+1

g = 2Kk ) (2)

esitsizligini kanitlamamaiz yeterli olacaktir. Her n pozitif tam sayis1 icin 2272 > n - 22 olduguna
gore, 22772 > n(2"72 —1). Bu da

n—1

2n
2 +2n>
2n4+n T

esitsizligine denktir. Son esitsizlikte n = 2% alirsak

k+1
227 4 2kt S 921
22" 4 2k

elde ederiz. (2) esitsizliginin ispatin1 tamamlamak i¢in her k£ > 3 i¢in
221 > 9k(2k + 1) (3)

gostermemiz yeterli olacaktir. 27 > 42 ve 215 > 72 olduguna gore, (3) esitsizligi & = 3, 4 i¢in saglaniyor.
k > 5 durumunda 92" -1 > 24k — 92k . 92k > 2k(2k 4+ 1) olur. (1) esitsizliginin ispati tamamlandu.

(1) esitsizliginden m! > (2t — 1)! ve m > 2t elde edilir. Simdi
2” +n= 2215.5 + 2t S = 2t(22t.5_t + S)

ve 2t -5 > 2! > t olduguna gore, 2257 + s bir tek sayidir ve 2! sayis1 m! sayismi bolen en biiyitk 2'nin
kuvvetidir:



ve t > 2 olduguna gore de t >t + 1 ¢eligkisi elde ediliyor. Tek ¢oztim (m,n) = (3,2) oluyor.

5. Tim a, b, ¢ pozitif gercel sayilari igin,
a® 4+ b® + ¢ — 3abe > M(ab® + bc* + ca® — 3abe)

olmasini saglayan en biiyiikk M gercel sayisim belirleyiniz.

3

Ve
Esitsizlikte genelligi bozmadan min{a, b, ¢} = ¢ alabiliriz. Bu durumda negatif olmayan = ve y sayilar
icina=c+x, b=c+ y olur. Yeni ¢,z ve y degigkenlerinde

Coziim: Cevap: M =

a+ b+ —3abc=(c+z)* +(c+y)?+ —3(ct+a)cty)e= Bc+x+y)(z® — vy +y?)

ab® +bc® + ca® — 3abe = (c+x)(c+y)* + (c+y)P +c(c+2)* = 3(c+2)(c+y)c = (2° —zy+y*)c+ zy?

olur ve esitsizlik tiim pozitif ¢, x, y icin
(3= M)(a* —zy +y’)e+ a2’ +y° — May’ >0 (1)
sekilini alir.
r=1,y=+/2vec>0olursa (1) esitsizliginden
(3—M)1—V2+V4)e+3—ViAM >0 (2)
lde edilir. (2) esitsizligini saglayan her M i¢in M < % oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim:
M > 31 olsun. M > 3 ise (2) esitsizligi higbir ¢ > 0 i¢in saglanmiyor. M < 3 ise (2) esitsizligi

/4
c< VAM —3
(83— M)(1—v2+V/4)

3
iken saglanmiyor. Sonug olarak M < —= olur.
3
Simdi M = % igin (1) egitsizliginin saglandigim gosterelim. M < 3 olduguna gore, (3 — M)(z* —

zy + y*)e > 0 ve (1) esitsizliginin ispat1 icin x3 + y> > Mzy? esitlizliginin gosterilmesi yeterli olur.
Gereken egitsizlik de aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden geliyor:

3 3
+ % > —ay? = May?

v
2 /4

B =%+
Ispat tamamlanmigtar.
6. Diizlemde yer alan ve aralarindaki uzakliklar pozitif tam sayilar olan Py, P, ..., P, noktalarindan

her biri i¢in, diger noktalarin bu noktaya olan uzakliklar1 azalmayacak bicimde siralandiginda olugan
dizi hep ayni ise, n nin alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.



Cozum : Cevap: 1,2,3,4,6.

Ik olarak Py, Ps,..., P, noktalarimm cemberdes olduklarim gosterecegiz. Her ¢ = 1,2,... n icin B,
noktasinin koordinatlar: (z;,v;) olsun. u = (x; +x2+ ...+ x,)/nve v = (y1 + Y2+ ... + yn)/n olmak
tzere, O = (u,v) olsun. O zaman

21+ 2+, S T T S T ?
" — i) + - — Ui

0P = (= + (0= w* =

:u2+v2+x?+yi2—%(xi(x1+x2+...+xn)+yi(y1+yg+...+yn))
her 7 i¢in saglanir. PyP? + P,P? + ...+ P,P? toplam i’den bagimsiz oldugu igin
(@ —21)? + (i = 90)* + (20 = 22)* + (Y — y2)” + oo+ (25— 20)° + (% — ya)?
toplami da ¢’den bagimsizdir. Dolayisiyla

n(x? +y?) — 2x(xy + a0+ . 4 w) =2y (1 + Y2+ FYn) =10 (OP? —u? —0?)

ifadesi de 7’den bagimsizdir ve sonug olarak OP? her i i¢in aym say1 gelir. OP, = OP, = --- = OP,
oldugundan Py, P, ..., P, noktalarinin O merkezli bir gember {izerinde yer aldiklar1 goriiliir.
Genelligi bozmadan Py, P, ..., P, noktalarinin bir ¢ember etrafinda saat yoniinde siralandiklarini
varsayabiliriz. P\ P;, P,F;, ..., P, P; dizisindeki en kiiciik say1 a, ikinci en kiigiik say1 ise b olsun.
B
A
C
D

Lemma 1: Herhangi bir ABC'D kirigler dortgeninde min{AB, BC'} < BD saglanir.

Ispat:  Aksini varsayalm, BD < min{AB, BC} olsun. O zaman /BAD < /ADB ve
/BCD < /BDC olur. Dolayisiyla /BAD < ZADB ve /BCD < /BDC elde edilir. Sonug
olarak 180° = ZBAD + /BCD < ZADB + ZBDC = ZADC celigkisi gelir.

(Cember tizerinde ii¢ ardisik nokta olan P;_q, P;, P;;; noktalarim1 ve bunlardan farkli bir P, noktasimi
ele alahm. Lemma 1’den dolayr min{P, | P;, P;,P;;1} < P,P; olur (P,;1 = P;). O halde her i igin
min{P, 1 P;, P,P;1} = a olur.

Durum 1: @ = b. Bir P, noktasini ele alalm. P, 1P, = a veya P;P,,; = a oldugunu biliyoruz. Genelligi
bozmadan P;_; P; = a kabul edelim. b = a oldugu i¢in P,P, = b = a olacak sekilde P, # P;_; noktasi
bulunur. k£ = ¢+ 1 oldugunu gosterecegiz. Farzedelim ki k # i+ 1. P,_1 P;P; 1 P, kirigler dortgenini ele
alahm. 90° > 90° — LP,_1P;P,/2 = ZP;P;_1 P, = 180 — £P;P;;1 P, oldugu i¢in ZP;P;;1 P, > 90° elde
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(£
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ederiz ve boylece a = P;P, > P;P;,, bulunur. Ancak bu, a’nin se¢imiyle ¢elisir. O halde k =i+ 1. O
zaman her ¢ i¢in P;P;;; = a olur ve bu da bu n noktanin bir diizgiin n-gen olusturdugunu gosterir.

Durum 2: a < b. O zaman P, P, ve P;P;.;’den tam olarak biri a’ya esittir. Dolayisiyla n gifttir ve
PP, ... P, n-geninin tam olarak n/2 kenar1 a uzunlugundadir. Ayrica bu kenarlardan ortak kogeye
sahip iki tanesi yoktur. n-genin diger n/2 kenarimin b uzunlugunda oldugunu gosterecegiz. P;P;y1 = a
olmak tizere P;_1 P; P, 1 P dortgenini ele alalim. Lemma 1’den dolayr min{ P, 1 P11, P41 P12} = bve
min{P,_1P;,, P,P;;o} = b elde ederiz. Eger P,P, 1 = P, 1P;;1 = b veya PP,y = P oP;,1 = b olsaydi
b < a celigkisine varirdik. O halde PP,y = Py 1 P10 = b veya P,P,.o = P, 1FP;;; = b olmali. Her
iki durumda da P;,_{ P, P11 P;.o dortgeni ikizkenar yamuk olur. Boylece her ¢ icin P, 1P, = Py 1P;yo
bulunur ve sonug olarak diger n/2 kenarm her biri b uzunlugundadir.

5 b

. .' * P,

Lemma 2. n > 4 ise, A1As ... A, diizgiin n-geninde aralarindaki mesafenin tam say1 olmadigi A; ve
A; koseleri vardir.

Ispat: Farzedelim ki bir n > 4 icin herhangi iki kogesi arasmdaki mesfenin tam say1 oldugu bir
AjAs .. A, diizgiin n-geni bulunsun. Genelligi bozmadan tiim mesafelerin ortak bdélenini 1 kabul
edebiliriz. Her ¢+ = 1,...,n i¢in d; = A1 A;41 olsun. A;As A1 Ao kirigler dortgeninde Batlamyus
teoreminden di = d? + dj_1dy; 1 elde edilir. d; > 1 ise, d;’in bir asal boleni p olsun. d% = d? + dds
oldugu i¢in p asal dy’yi de boler. di = d? +dj,_1dyy1 esitliklerini kullanarak tiimevarimla p’nin her d;’yi
boldiigii kolayca goriiliir. Fakat bu d;’lerin ortak bir asal boleni olmamasiyla geligir. O halde d; = 1
olmali. Ancak bu durumda A; Ay = Ay A3 = 1 olur ve tiggen esitsizliginden dy = A1 A3 < 1+1 =2 elde
edilir. dy pozitif tam say1 oldugu icin dy = 1 olmal. Ote yandan, d? = d? + dyds oldugu icin ds = 0
bulunur, celigki.

Simdi, a = b ise, diizgiin bir n-genimiz var ve Lemma 2’den dolay1 n = 1, 2,3 olabilir. a < b ise, n
¢ift ve kenarlar sirasiyla a, b, a,b, ..., a,b uzunluklarinda. Bu sebepten 6tiirii ¢ift indisli noktalar bir



diizgiin n/2-gen olusturur ve dolayisiyla Lemma 2’den dolay1 n = 2,4, 6 olabilir.

n = 1,2 durumu acik. n = 3 i¢in bir kenar1 1 olan bir eskenar iiggen sarti saglar. n = 4 icin kenar
uzunluklari 3 ve 4 olan bir dikdortgen kosulu saglar. n = 6 i¢in kenar uzunluklar sirasiyla 3,5, 3,5,3,5
ve kogeleri bir cember tizerinde olan bir altigeni ele alalim. Bu durumda P, P;, P, P;, . .., Py P; mesafeleri
her 7 icin 0,3,5,7,7,8 dizisini olugturur ve gart saglanir.

o
=

n=4



