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20. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Agama Sinavi A

1. VYiiksekliklerinin uzunluklar:1 3, 4 ve 6 birim olan bir {icgeninin ¢evre
uzunlugu kag birimdir?

Cevap: 24\/%. Kenar uzunluklar a,b,c ve karsihk gelen yiikseklik
uzunluklari A, hy, he olsun. Bu durumda ah, = bh, = ch. olacagindan
genelligi bozmadan a = 4x, b = 3z, ¢ = 2x diyebiliriz. Alan
formiiliinden 6z = \/92/2 - /2 - 3x/2 - 52/2 ve buradan da z = 8/v/15
ve cevre uzunlugu a + b + ¢ = 72/v/15 = 24,/3/5 olur.

2. m ve n pozitif tam sayilar olmak iizere, 2012" 4+ m? sayismn 11 ile
boltimiinden kalan farkli sayilarin toplami nedir?

Cevap: 39. 2012 = —1 (mod 11) oldugundan 2012" = —1,1 (mod 11).
Bir tamkare (mod 11) de 0,1,3,4,5,9 degerlerini alabilir. Dolayisiyla
2012" 4+ m? sayismm 11 ile boliimiinden kalan say1 0,1,2,3.4,5,6,8,10
olabilir. Bu sayilarin toplami da 39 dur.

3. Asagidaki o degerlerinden hangisi /6 + /z+ /6 — /z = V/3 esitligini

saglar?

Cevap: 45. (a + b)* = a® + b* + 3ab(a + b) oldugundan (/6 + /z +
V6 —r)? = 12+3- (V36 —x) - (/6+z + J/6—2) = 3 =
12433 (¢/36—7) = 36—z = C12° = _9 = 7 = 45 bulunur.

33-3

4. A = {1,2,3,4,5,6,7} kiimesinin tiim a elemanlar i¢in f(f(a)) = a
kosulunu saglayan ka¢ f : A — A fonksiyonu vardir?

Cevap: 232. Durum 1: f(a) = a, f(b) = b, f(c) = ¢, f(d) = d, f(e) =
e, /() = s f(t) = t. Duram 2 f(a) = b, f(5) = a1 £(¢) = ¢, f(d) =
d,f(e) = e, f(s) = 5, f(t) = t. Duram 3: f(a) = b, f(b) = a, f(c) —
d, f(d) = ¢, f(e) = e, f(s) = s, f(t) = t. Durum 4: f(a) = b, f(b) =
a, f(c) =d, f(d) = ¢, f(e) = s, f(s) = e, f(t) = t. Buna gore toplam

fonksiyon sayisi
7 7 7
1 . -5-3 =232
#(5)+(5) 3+ (5) a2

5. |AB| = 7, |BC| = 12 ve |CA| = 13 olan bir ABC ii¢geninin [BC|

kenar1 tistiinde yer alan D noktasi |BD| = 5 kogulunu saghyor. r1 ve ry

olur.
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sirasiyla, ABD ve AC'D figgenlerinin i¢teget cemberlerinin yarigaplari
ise, r1/re nedir?

Cevap: 1. Stewart teoreminden

7 4+132.5

ADP = ————— = —5.7=064

|AD] 5
ve buradan da |AD| = 8 olur. ABD ve ACD f{iggenlerinin yar1 ¢evre
uzunluklar: sirasiya 10 ve 14 ve alanlari oran1 5/7 oldugundan r; /1y =
5/7-14/10 = 1 bulunur.

6. n nin asagidaki degerlerinden hangisi n?® = 7 (mod 65) denkligini

saglar?

a) 37 b) 39 c) 43 d) 46 e) b5

Cevap: 37. Fermat Teoremi'nden dolayr (n,65) = 1 iken n* = 1
(mod 5) ve n'? = 1 (mod 13) olur. Buradan n = 2 (mod 5) ve n® =

= —32 = (—2)° (mod 13) bulunur. 5 ve 12 aralarinda asal sayilar
oldugundan ikinci denklik n = —2 (mod 13) e denktir. Dolayisiyla
n = 37 (mod 65) elde edilir.

7. Tim z, y, z gercel sayilan ic¢in f(z)f(y)f(z) = 12f(xyz) — 16zy=
kosulunu saglayan kac¢ f : R — R fonksiyonu vardir?

Cevap: 2. Oncelikle t3 — 12t +16 = (t —2)?- (t+4) oldugunu not edelim.
Verilen esitlik x = y = 2z = 1 icin yazildiginda f(1)3 — 12f(1) + 16 =
0, yani f(1) = 2 veya f(1) = —4 oldugu goriiliir. Bu iki durumdan
herhangi birinde esitlik y = z = 1 i¢in yazildiginda f(1)% - f(z) =
12f(x) — 16z = f(z) = ﬁ -z = f(1) - x oldugu gorilir. f(z) =
2z ve f(x) = —4x fonksiyonlar verilen sart1 saglarlar, yani boyle iki
fonksiyon vardir.

8. {1,2,3,4,5,6, 7} kiimesinin birbirinden farkl ve biri digerini igeren iki
alt kiimesi kag farkli bigimde secilebilir?

Cevap: 2059. Alt kiimeler A ve B olsun: A C B. O zaman
1,2,3,4,5,6,7 sayilarinin her biri ya ayn1 anda A ve B’nin, ya sadece
B’nin yada ne A ne de B'nin elemam olacak: toplamda 37 secenek
bulunuyor. Fakat sadece birinci ve ti¢lincti segenekleri kullanirsak A =
B olur. Sonuc olarak cevap 37 — 27 = 2059 olur.
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9. [AB] capli gemberin [C'D] kirigi [AB] ye diktir. M ve N sirasiyla, [BC|

10.

ve [AD] nin orta noktalari olmak iizere, |BC| = 6 ve |[AD| = 24/3 ise,
|M N| nedir?

Cevap: v/21. Cemberdeslikten Z/CBA = ZCDA = /DBA ve buradan
da AB L CD oldugundan |BC| = |BD| ve |AD| = |AC| buluruz.
Pisagor teoreminden |AB| = 44/3 olur. ABC iicgeni 30 — 60 — 90 ticgeni
olup ZOBA = 30° olur. Buradan da DBC' ii¢geni eskenar ve |CD| =
6 olur. [BD] nin orta noktast K olsun. MK || BC ve NK | AB
olacagmdan /NKM = 90° ve |KN| = 2/3, [M K| = 3 olur. Pisagor
teoreminden |MN| = v/21 olur.

n den kiigiik ve n ile aralarinda asal olan tam olarak 20 tane pozitif
tam say1 bulunmasini saglayan kag¢ n pozitif tam sayis1 vardir?

Cevap: 5. Soruda verilen kosul ¢(n) = 20 olmasina denktir. 20 =
22 .5 oldugundan n nin asal bolenleri 2,3,5,11 olabilir. n sayist 11 ile
boliiniiyorsa, n sayisi1 22-11,3 - 11 veya 2 - 3 - 11 olabilir. n says1 11 ile
boliinmiiyorsa, 52 ile boliinmek zorunda. Bu durumda n sayist 5 veya
2 - 5% olabilir. Sart1 saglayan sayilar 25, 33,44, 50 ve 66 dir.

11. 2342 = 3y, 3+ 2 = 3z, 22 +2 = 3w, w3 + 2 = 3z esitliklerini saglayan
G

12.

kac (z,vy, z,w) gercel say1 dortliisti vardir?

Cevap: 2. t* —3t+2 = (t+2)(t — 1)? oldugundan t < —2 ise t* +2 < 3t
ve t > 2 ise t3 + 2 > 3t oldugu goriiliir. Buna gore, z < —2 ise 3y =
2242 < 3x =y < v = y < —2olmalidir. O halde benzer sekilde z < v,
w < zvexr <w bulunur ki x < w < 2z < y < x geligkidir. x > —2 ise
3y =a3+2>3x =y >z =y > —2 olmaldir. Yine benzer sekilde
x>w>2z>y>xbulunur. Yaniz =y = 2 = w ve 2° +2 = 3z
olmahdir. Sartlar saglayan dortliler (z,y, z,w) = (=2, -2, —2,—2) ve
(x,y,z,w) = (1,1,1,1) dortlileridir.

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinin dort tane ardigtk tam sayi
icermeyen kag altkiimesi vardir?

Cevap: 773. {1,2,---,n} kiimesinin dort tane ardigtk tam say1
icermeyen altkiime sayisi f(n) olsun. O zaman indirgeme yonteminden

fn)=fln=1)+f(n=2)+f(n=3)+ f(n—4)
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elde edilir. f(1) =2, f(2) =4, f(3) =8, f(4) = 15 oldugundan f(5) =
20, £(6) = 56, f(7) = 108, f(8) = 208, f(9) = 401 ve f(10) = 773
gelir.

Koseleri, diizlemdeki herhangi ti¢cii dogrudasg olmayan 20 noktadan
olusan bir kiimeye ait olan en ¢ok kag genis acili ticgen bulunabilir?

20
Cevap: (3) Verilmig A; ve A; noktalarmi birlestiren dogru L, L

dogrusuna A; ve A; noktalarinda dik olan dogrular L(7,j), L(j,7) ve
L(i,7), L(j,i) dogrularimin arasindaki serit S(i,j) olsun. C' noktasi
S(i,j) seriti diginda alimrsa ABC' {iggeni genig agili olacaktir. Sonlu
sayida Ay, As, ..., A, noktalar verildiginde, 1 < 7,7 < n olmak tizere,
S(i,7) seritlerinin bilegimi diizlemin tiimiini kapayamaz (seritlere
paralel olmayan dogru bu seritlerle kapanmiyor). O zaman tiim nokta
ikilileri i¢in tiim tggenleri genis acili yapan ortak bir C' noktasi her
zaman aliabilir.

14. n pozitif tam say1 olmak iizere, (2n — 1)°%? + (2n + 1)%°2 + (2n + 3)5%2

sayisinin 2012 ile boliimiinden kalan farkli sayilarin toplami nedir?

Cevap: 1514. 2012 = 22.503. Sorudaki say1 ii¢ tek sayimin cift kuvvetleri
toplami oldugundan bu sayinin 4 ile boliimiinden kalan her zaan 3 tiir.
Fermat Teoremi'nden dolay1 (a,503) = 1 iken a°**> =1 (mod 503) tiir.
O halde 2n —1,2n+ 1, 2n+ 3 sayilarindan higbiri 503 ile boéliinmiiyorsa
toplam (mod 503) te 1+1+1 = 3 e, biri 503 ile boliiniiyor ise de toplam
(mod 503) te 1 4+ 1 = 2 ye denktir. (Bu ii¢ sayidan ikisi ayn anda 503
ile boliinmez). Dolayisiyla sorudaki sayinin 2012 ile bélimiinden kalan
3 veya 1511 olabilir.

15. a gercel sayisinin, z* + 823 + 1822 + 8z + a = 0 denkleminin dort farkh

gercel kokii olmasini saglayan tiim degerlerinin kiimesi nedir?

Cevap: (-8,1). Verilen polinomda z yerine x — 2 yazilip (x — 2)* + 8(x —
2)34+18(z—2)*+8(x—2)+a = z*—62*+8+a = (*—3)?*+a—1 oldugu
goriiliir. Yani verilen polinomun dort farkh gergel kokii olmast (x? —
3)2 = 1 — a denkleminin dort farkh gergel ¢oziimii olmasina denktir.
Bunun icin 1 —a > 0 ve —v/1 —a+ 3 > 0 olmahdir. Yani —8 < a < 1.

16. 8 x 8 bir satrang tahtasinin her birim karesine 1 ve —1 sayilarindan biri

yazilmigtir. En az dort satirin her birindeki sayilarin toplami pozitif
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ise, lzerlerindeki sayilarin toplami —3 ten kiigiik olan en ¢ok kag stitun
olabilir?

Cevap: 6. Cevabin 6’dan fazla olamayacagini gosterelim. En az dort
satirin her birindeki sayilarin toplami pozitif olduguna gore bu dort
satirda toplam en az 4 -5 = 20 tane 41 vardir. Bu dort satirdaki
+1'leri siitunlar iizerinden sayalim. Toplami —3 ten kiiciik olan bir
stitunda en fazla iki tane +1 olabilir. Bu stitunlarin sayis1 altidan fazla
olursa, toplam en fazla 7 -2 + 4 < 20 tane +1 elde ederiz, celigki.
Uzerlerindeki sayilarm toplami —3 ten kiiciik olan 6 siitun olabilir:

+14+1-1/-1+1-1 +1+1
+1-1-14+1+1-14+1+1
-1-1+1+1-1 +1414-1
-1 +14-1-1 -1 4 1+14-1
-1-1-1]-1-1]-1-1}-1
-1-1-1]-1-1]-1-1}-1
-1-1-1]-1-1]-1-1}-1
-1-1-1]-1/-1]-1/-1}-1

Bir ABC' f{iggeninin i¢ bolgesinde yer alan bir D noktasi igin,
m(BAD) = 20°, m(DAC) = 80°, m(ACD) = 20° ve m(DCB) = 20°
ise, m(ABD) nedir?

Cevap: 10°. Verilen acilar1 kullanarak ZADC = 80°, ZABC = 40° ve
buradan da |AC| = |CD| = |AB| olur. ADC ii¢geninin i¢ bolgesinde
ADE bir egkenar tiggen olacak bigimde bir E noktast alahm. ZEDC =
20° ve |AD| = |DE| = |AE| oldugundan AEDC = AEAC = ADAB
ve buradan da ZABD = Z/ECD = ZECA = 10° bulunur.

Farkli asal sayilarin kuvvetlerinin ¢arpimi olarak yaziliminda sifirdan
farkli tiim kuvvetlerin tek sayilar oldugu bir pozitif tam sayiya tekil
say1 diyelim. En ¢ok kag ardigik tekil say1 vardir?

Cevap: 7. 8k + 4 formundaki bir saymin igindeki 2 ¢arpaninin kuvveti
her zaman 2 dir. Dolayisiyla 8 veya daha fazla ardigik tekil sayi
bulunmaz. 7 i¢in ornek: 29,30,31,32,33,34,35.
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xt — 723 + 1422 — 142 + 4 = 0 denkleminin gercel koklerinin toplami
nedir?

Cevap: 5. o' — T2® + 142? — 14z + 4 = (2% — 5o + 2)(a® — 22 + 2)
oldugu goriiliir. #? — 2x + 2 ifadesi her x gercel sayisi icin pozitiftir ve
22 — 52 + 2 = 0 denkleminin kokleri gercel olup toplamlar:1 5 tir.

20. 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 sayilarinin her (aq, as, . .., a;;) permiitasyonu

21.

i¢in, (a; +as, as+ay,az+as, . .., as+ag, ag+ayy) verildiginde a; lerden
en az k tanesini belirleyebiliyorsak, k en ¢ok kag olabilir?

Cevap: 5. a; +a+ 2+ ---+ a;; = 66 oldugundan ilk Oonce ag sayisi
belirleniyor:

ag = 66— (a;+az)—(ay+ay)—(az+as)—(ag+ao) — (as+ar) —(ag+aq).

Daha sonra as+ag dan ay bulunur. Benzer sekilde sirasiyla ay, as, ag, aig
degerleri bulunur. Simdi k&’ nin 5’ten daha fazla olamayacagin
gosterelim. (2,3,5,11,8,9,7,4,6,10,1) ve (1,3,6,11,7,9,8,4,5,10,2)
permiitasyonlar1 i¢in (a; + as,as + ay4,a3 + as,...,as + ag, a9 +
aj1) degerleri aynmi olup ay,as,as,ar, ag,a;; degerleri farklidir. Bu
nedenle permiitasyonun aq,as, as, ar, ag,ay; degerlerinin bulunmasini
garantileyemeyiz.

|AB| = 5, |BC| = 6 ve |CA| = 7 olan bir ABC ii¢geninin A kogesine
ait agilortayr [BC] kenarmi D noktasinda kesiyor. A dan gegen ve BC'
ye D de teget olan ¢ember ise, [AB] ve [AC| kenarlarini sirasiyla, P ve

(@ noktalarinda kesiyor. AD ve P() dogrular1 T" noktasinda kesisiyorsa,
|AT|/|T D] nedir?

Cevap: 3. Tegetlik ve cemberdeslikten /PAD = /DAC =
/ZDPQ = ZPDB oldugundan PQ || BC olur. Agiortay teoreminden
|BD|/|DC| = 5/7 ve buradan da |BD| =5/2, |DC| = 7/2. Cemberde
kuvvetten |BD|* = |BP|-|AB| ve buradan da |BP| = 5/4, |PA| = 15/4
ve benzerlikten |AT|/|TD| = |AP|/|BP| = 3 olur.

22. 4mn(m +n — 1) = (m? + 1)(n? + 1) esitligini saglayan ka¢ (m,n) tam

say1 ikilisi vardir?

Cevap: 5. Esitlik (mod 4) te incelendiginde m ve n nin tek oldugu
goriliir. Egitlikte sag taraf her zaman pozitiftir. O halde m ve n nin
ikisinden biri 0 veya ikisi de negatif olamaz.

1. durum: m,n > 0. (m?*+1)(n?+1) = m*n?*+m*+n?+1 > m?n*4+2mn
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oldugundan 4m + 4n — 4 > mn + 2 elde edilir. Buda (m —4)(n —4) <
10 egitsizligine denktir. O halde bu sayilardan kiiciik olani en fazla
7 olabilir. 1,3,5,7 i¢in incelendiginde (1,1), (5,13) ve (13,5) ¢oztimleri
elde edilir.

2. durum: m > 0,n < 0. n = —k olsun. 4mk(k+1—m) = (m*+1)(k*+
1) elde edilir. Benzer sekilde (m? 4 1)(k? + 1) > m?k* + 2mk esitsizligi
kullanlarak 4k +4 —4m > mk+2 bulunur. Buda (m—4)(k+4) < —14
esitiizlgne denktir. £ > 1 oldugundan m < 4 bulunur. m = 1,3 igin
incelendiginde (1, —1) ¢dzztimi elde edillir. m < 0,n > 0 durumunda
da simetriden dolay1 yalnizca (—1,1) ¢oziimii vardir. Dolayisiyla tiim
coziimler (1,1), (5,13), (13,5), (1, —1) ve (=1, 1).

a, b, ¢ gercel sayilar1 2® — 3z + 1 = 0 denkleminin farkli kokleri ise,
a® + b + ¢® nedir?

Cevap: 186. Oncelikle a +b+c=0ve a> + b* + 2 = (a + b+ ¢)? —
2(ab 4 bc 4 ac) = 6 oldugu goriiliir. Her n > 0 igin s, = a™ + 0" + "
olarak tammmlayalim. sy = 3,8, = 0,89 = 6 dir. a"(a® — 3a + 1) = 0,
b"(b® —3b+ 1) = 0 ve c(¢® — 3¢+ 1) = 0 denklemleri taraf tarafa
toplanirsa s, 13 = 35,41 — S, bulunur. Buna gore sq, s1, S2, S3, . . . dizisi
3,0,6,—3,18, —15,57, —63, 186, —246, . . . seklindedir, yani sg — 186.

Bir ytzleri siyah ve diger ytzleri beyaz olan 2012 tane tavla pulu bir
dogru boyunca ve tiste gelen yiizleri dontigiimli olarak siyah ve beyaz
olacak bigimde dizilmistir. Her hamlede iki pul se¢ip bunlar1 ve bu
pullarin arasinda kalan tiim pullari ters ¢eviriyoruz. Biitiin pullarin iiste
gelen yiizlerinin ayni renkte olmasini en az kag¢ hamlede saglayabiliriz?

Cevap: 1006. Uste gelen yiizleri farkli olan ardisik pul iki sayisina
uyusmazlik sayis1 diyelim. Baglangicta uyusmazlik sayis1 2011°e esittir.
Her hamlede uyusmazlik sayisi en fazla iki azaldig: i¢in gereken hamle
sayist en az 1006" dir. 1006 hamlenin ayn1 zamanda yeterli oldugunu
gosterelim. Bunun igin ilk hamlede 2. ve 2011., ikinci hamlede 3. ve
2010.,..., bin besinci hamlede 1006. ve 1007. pullar1 ve en son hamlede
de 1. ve 1006. pullar1 segmek yeterli olacaktir.

Bir ABC ii¢geninin [AC| kenarmin M orta noktasi, B kogesine ait
yitksekliginin H ayag ile C' kogesi arasindadir. m(ABH) = m(M BC),
m(ACB) = 15° ve |[HM| = 2v/3 ise, |AC| nedir?
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Cevap: 8. LZABM = /ZHBC = 75° ve ZACB = 15° oldugundan
BM dogrusu ABC' ii¢geninin cevrel cember merkezinden gecer. Bu
dogru ayni zamanda AC' kenarimin orta noktasindan gectigi icin M
noktast cevrel cember merkezi olmalidir. Yani ZHMB = 30° ve

IBH| = 2, |BM| = |[MC| = |[MA| = 4, |AC| = 8 olur.

100 den kiiciik kag asal say1 ardigik pozitif tam sayilarin karelerinin
toplami olarak yazilabilir?

Cevap: 5. Toplamda yer alabilecek tam kareler 1,4,9,16,25,36 ve 49
dur. 1 den baslayan ardisik toplamlarda 1 + 4 = 5 asal sayis1 bulunur.
4 ten baslayan ardigik toplamlarda 4 +9 = 13 ve 4 +9 4+ 16 = 29
asal sayilar1 bulunur. 9 ile baglayanlarda asal say1r bulunmaz. 16 ile
baglayanlarda 16 4 25 = 41 ve 25 ile baglayanlarda 25 + 36 = 61 asal
sayilar1 bulunurken 36 ile baglayanlarda asal say1 bulunmaz.

Tiim x gercel sayilar icin, sinzcosz < C (sin®x + cos® ) olmasim
saglayan en kiiciik C' gercel sayisi nedir?

Cevap: 2. C'nin pozitif oldugu kolayca goriliir. sin 2x = t olsun.

1 —0052x>3+(1—|—0082x>3 B 1+ 3 cos? 2z B 4 — 3t?

- 6 6 ..
sin” r4cos T = ( 5 5 1 1

oldugundan sorudaki esitsizlik tim —1 < ¢ <1 icin

o
P)=4—-3t2—=>0
(t) -

sekilinde yazilabilir. Buradan P(1) > 0 ve sonug olarak C' > 2 gelir.
P ikinci dereceden bir polinom olduggundan C' = 2 i¢in esitsiligin
saglandig1 agiktir.

Baslangicta ii¢ kutuda sirasiyla, m, n ve k tane tag bulunuyor. Ayse
ve Burak sirayla hamle yapiyorlar ve sirasi gelen oyuncu istedigi bir
kutudan en az bir tane olmak {izere, istedigi sayida tag aliyor. Son tasi
alan oyuncu oyunu kazaniyor. Oyuna her sefer Ayse baglamak iizere,
oyun (m,n, k) = (1,2012,2014), (2011, 2011,2012), (2011, 2012,2013),
(2011,2012,2014), (2011,2013,2013) igin birer kez oynamrsa, Ayse
bunlardan en az kagim1 kazanmay1 garantileyebilir?
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Cevap: 5. Ayse ilk hamlesinde kutulardaki tag sayilarini (0, k, k) veya
(1,n,n + 1) yaparsa oyunu kazaniyor. Bunun i¢in (0, k, k) durumunda
Burak’in her hamlesine simetrik hamleler yapmasi ve (1,n,n + 1)
durumunda durumu yeniden (1,k,k + 1) durumuna getirmesi
gerekiyor. Buna gore Ayse’nin ilk hamlesi durumlara bagl olarak
(1,2012,2014) — (1,2012,2011), (2011,2011,2012) — (2011, 2011, 0),
(2011,2012,2013)  —  (2011,2012,1), (2011,2012,2014)  —
(2011,2012,1) ve (2011,2013,2013) — (0,2013,2013) olacaktur.

29. Dar agih bir ABC {iggeninin sirasiyla, [BC] ve [AC| kenarlar iistiinde

30.

31.

yer alan D ve E noktalar i¢cin, AD ve BE dogrulari F' noktasinda
kesigiyor. |AF| = |CD| = 2|BF| = 2|CE| ve Alan(ABF) =
Alan(DEC) ise, Alan(AFC)/Alan(BFC') nedir?

Cevap: 4. Siniisli alan teoreminden 2Alan(AFB) = |AF| - |FB]| -
sin ZAFB ve 2Alan(DCE) = |DC| - |CE| - sin ZDCE ve buradan
da sin ZAFB = sinZDCFE olur. 180° > ZAFB > /Z/DCE > (°
oldugundan ZAF B = 180° — ZDCFE buluruz. Yani F DCFE bir kirigler
dortgenidir. F'C' dogrusu AB kenarin1 K noktasinda kessin. Siniis
teoreminden |AK|/|KB| = |AF|/|FB| - sin ZAFK/sin ZBFK olur.
Cemberdesglikten ZAFK = /DFC = /DEC ve /BFK = /CFFE =
ZEDC dir. Siniis teoreminden sin ZDEC/sin ZEDC = |DC|/|EC| =
2 oldugundan Alan(AFC)/Alan(BFC) = |AK|/|KB| = 4 olur.

23+ y® = 2lyz + 2’z + 2 esitligini saglayan kac (z,y, z) tam sayi
icliisi vardir?

Cevap: 4. Verilen esitlik (z + y)(z? — zy + y?) = xyz(r + y) + 2 olarak
yazilabilir. Buradan x + y sayisinin 2 yi boldiigii goriliir. Ayrica x + vy
nin tek olamayacagi da kolayca goriiliir ve dolayisiyla x+y = 2 veya —2.
r+y = 2ise, 4—3zy = xyz+ 1 bulunur. = zy|3. O zaman (z,y) ikilisi
(1,1),(3,—1),(—1,3) olabilir. z +y = —2 ise, 4 — 3zy = zyz — 1 elde
edilir. = zy|5. O halde (z,y) sadece (—1,—1) olabilir. Ttim ¢oziimler
(1,1,0), (3,—1, —4), (—1,3,—4), (=1, —1,2).

f :Z — 7Z fonksiyonu tiim m, n tam sayilari icin,

m+ f(m+ f(n+ f(m))) =n+ f(m)

ve f(6) = 6 kogullarim saglhyorsa, f(2012) nedir?
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Cevap: —2000. Verilen egitlikte n yerine 6 — f(m) yazilirsa, m + f(m +
6) = 6 bulunur. Simdi m yerine k — 6 yazilirsa f(k) = 12 — k bulunur.
Bu fonksiyonun da sart1 sagladigi kolayca goriiliir. f(2012) = —2000.

32.1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 sayilarinin (aq, as, . . ., ajg) permiitasyonlarindan

33.

kagi i¢in, |a; — 1| + |ag — 2| + - - - + |aio — 10| = 4 olur?

Cevap: 52. |ag — 1| + Jag — 2| + -++ + |ap — 10| = 4 ve
S0 (i —4) = 0 oldugundan sifira esit olmayan (a; — i) ifadeleri
{2,-2},{1,1,-1,-1},{2,—1, -1} veya {—2,1,1} olmahdw. {2, -2}
durumuna bir ¢ degeri i¢in a; = 7 4+ 2 ve a;40 = ¢ olacaktir, toplam 8
¢oztim geliyor. {1,1,—1,—1} durumunda 1 < < 7vei+2<;j<9
olmak tizere a; = @ + 1,a,41 = ¢, a;j = j + 1 ve aj;1 = j olmahdir.
Buradan toplam 1 + 2 4 --- + 7 = 28 ¢oztim geliyor. {2,—1,—1}
durumunda bir 1 < ¢ < 8 degeri i¢in a; = ¢+ 1,a,01 = 1 + 2 ve
a;+o = 1 olacaktir, toplam 8 ¢oziim geliyor. {—2,1,1} durumunda bir
1 <4 < 8 degeri i¢in a; = @ + 2,a;41 = @ ve a;12 = t + 1 olacaktir,
toplam 8 ¢oziim geliyor. Buna gore toplam 8 4+ 28 4+ 8 + 8 = 52 ¢oziim
olur.

|AB| = 2|BC| olan ABCDA'B'C'D’ dikdortgenler prizmasinda [BB'|
ayrit1 iistiindeki £ noktasi |EB’| = 6| EB| kogulunu saglyor. AEC ve
A'EC" liggenlerinde F ye ait yiiksekliklerin ayaklar sirasiyla, F' ve F’
olmak iizere, m(FEF") = 60° ise, | BC|/|BE| nedir?

Cevap: 3v/15/2. |BC| = z, |AB| = 2x,|EB| = y,|E'B| = 6y olsun.
Pisagor teoreminden |EA| = /422 +y?, |[EC| = /2?2 + 4%, |[EA| =
VA2 + 362, |EC!| = \/22 + 3612, |AC| = |A'C'| = v/5z olur. Yine
Pisagor teoreminden 322 = |AF|2—|CF|> = |A'F'|?—|C'F'|? ve |AC| =
|A’C"| oldugundan |AF| = |A'F'| = 42/\/5 ve |CF| = |C'F'| = z//5
elde ederiz. Buradan da |FF'| = |AA'| = |BB'| = Ty olur. Pisagor
teoreminden |EF| = \/422/5 4+ y2, |EF'| = \/422/5 + 36y? dir. FEF'
tiggeninde kosiniis teoreminden |EF|*+|EF'|*—|EF|-|EF'| = |FF'|* ve
buradan da 8z%/5 — 12y = /(422 /5 + y?)(422/5 + 36y2) elde ederiz.
Bu denklemden k = 2%/y? icin 48k* — 1700k + 2700 = 0 elde ederiz.
8x%/5 — 12y*> > 0 olacagindan k > 15/2 olmahdir. 48k* — 1700k +
2700 = (3k — 5)(16k — 540) oldugundan k& = 135/4 ve buradan da
|BC|/|BE| = z/y = vk = 3v/15/2 olur.

34. n > 2012 olmak iizere, 1 -2 +2-22 +3.23 + ... 4 n - 2" sayismn 10

ile boliinmesini saglayan en kiiciik n tam sayis1 nedir?
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Cevap: 2013. Verilen toplam (n — 1)2"™! + 2 ye egittir. n = 2012 igin
toplamin son basamagi 1-2+2 =4 tir. n = 2013 i¢in 2-4 + 2 = 10
oldugundan toplamin son basamagi 0 dir ve toplam 10 ile boliintir.

35. 23 +y* = 2%y esitligini saglayan tiim (z,y) pozitif gergel say1 ikililerinde

36.

x in aldig1 en bityiik deger A ve y nin aldigi en biiyiik deger B ise, A/B
nedir?

A Z 729
Cevap: — = 28 = —— g pozitif bir degerde sabitlenirse y*—z?-y+z*
B~ 4 T 1024
polinomu 0 < y < ¢/ ‘% i¢in azalan ve {/% 2 y icin artandir. y = ¢ %
igin y* — 22 -y + 2% = 283 . (213 - F) oldugundan y = 64,.23 = 2L

oldugunda esitlik saglamr ve x > 2L oldugunda her y > 0 i 191n x +y >

256

2%y olur. Yani A = 256. y pozitif bir degerde sabitlenirse x® —y - 2% + y*
polinomu 0 < z < %y i¢in azalan ve 2—y < x i¢in artandlr T = % icin
2 —y- 2yt =2 ( - ) oldugundan r = Sl,y = ﬁ oldugunda

esitlik saglanir ve y > ﬁ oldugunda her z > 0 icin 23 + y* > 2%y olur.
Yani B = 5=

Her kutuda en ¢ok 20 tas olmak kosuluyla k£ tane tas 2012 kutuya
nasil dagitilmig olursa olsun, bu kutulardan bazilarini secip, sectigimiz
kutulardan istediklerimizden istedigimiz sayida tag atarak, sectigimiz
kutularda toplam olarak en az 100 tane ve bu kutularin her birinde esit
sayida tag kalmasini saglayabiliyorsak, k en az kag olabilir?

Cevap: 349. En az t¢ tag igeren kutu sayisi f(¢) olsun. 348 tag
f(20) = 4,f(19) = 5, f(18) = 5, f(17) = 5,f(16) = 6, f(15) =
6,f(14) = 7,f(13) = 7,f(12) = 8, f(11) = 9, f(10) = 9,f(9) =
11, £(8) = 12, /(7) = 14, f(6) = 16, [(5) — 19, f(4) — 24,f(3) —
33, f(2) = 49, f(1) = 99 olacak sekilde dagitabiliriz. Bunun igin ilk
asama 99 kutuya birer tas koyuyoruz, ikinci asamada bu kutulardan
49 tanesine birer tag ekliyoruz, ticlinci asamada ikiser tag iceren
kutulardan 33 tanesine birer tag ekliyoruz, dordiincii agamada tiger tag
iceren kutulardan 24 tanesine birer tag ekliyoruz. Benzer sekilde devam
edersek istenilen dagilim elde edilir. 1-99 < 100,2-49 < 100,3 - 33 <
100,4-24 < 100, ---,20-4 < 100 oldugundan bu dagihmda kutulardan
bazilarini secip, sectigimiz kutulardan istediklerimizden istedigimiz
sayida tag atarak, sectigimiz kutularda toplam olarak en az 100 tane
ve bu kutularin her birinde esit sayida tag kalmasini saglayamayiz. Tag
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sayist 349 olursa, i = 1,2,...,20 olmak tizere, f(i) sayilarmin en az
biri artacak ve istenilen kosul saglanacaktir.



