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23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Smavi A

1. Bir ABC'D dikdértgeninin ig bolgesinde EF' || AC olacak sekilde E ve F noktalar
veriliyor. F ve F' nin AB kenar tizerindeki izdiisimleri ile beraber olusturduklar:
yamugun alani 3, BC kenari tizerindeki izdiigiimleri ile beraber olusturduklar
yamugun alanmi 4, C'D kenar1 tlizerindeki izdiigtimleri ile beraber olusturduklar
yamugun alani 5 olduguna gore, AD kenar: tizerindeki izdiigimleri ile beraber
olugturduklar: yamugun alani kagtir?

Cevap: 4. E wve F nin AB,BC,CD,DA izerindeki izdisiimleri
El,EQ,Eg,E4,F1,F2,F3,F4 olsun. Alan(EFFlEl) = 3,A1an(EFF2E2) =
4,Alan(EFF3E;) = 5 verilmig, Alan(EFFyE;) soruluyor. EF | AC
oldugu icin Alan(FE)E3F3F)) = Alan(EyE FyFy) olur. 4 + Alan(EFF,Ey) =
Alan(EFFQEg) + Alan(EFF4E4) = Alan(E2E4F4F2) = Alan(ElEgFgFl) =
Alan(EFF\Ey) + Alan(EFF3E3) = 8 = Alan(EFF,Ey) = 4.

2. Birkag pozitif tam saymin en kiigiik ortak katlar:1 2015 ise bu sayilarin toplami en
az kag olabilir?

Cevap: 49. 2015 = 5 - 13 - 31. En kiigiik ortak katlar1 2015 olan birkag pozitif tam
sayiin toplami en az 5 + 13 + 31 = 49 olur.

3. 1, %, }1, %,... sonsuz geometrik dizisinin bazi elemanlar1 silinerek toplami S ye
. . . .« . . 1. 1 1 1 1
esit olan bir sonsuz geometrik dizi elde edilebiliyorsa, S says1 555, 575, 155 &

degerlerinden kagina esit olabilir?

Cevap: 1. S = % oluyor. Buradan S~12"% = 2" — 1. elde ederiz. S~! bir tam
say1 ve esitligin sag taraf tek say1 oldugundan tek secenek n = k olur: S=1 = 2" —1.

Demek ki S’in alabilecegi tek deger k = n = 4 durumunda 1/15 dir.

4. Diizlemdeki n dogrunun her biri diger dogrularin tam olarak 2015 tanesiyle
kesigiyorsa, n kag farklh deger alabilir?

Cevap: 8. Dogrular1 birbirlerine paralel olan dogru gruplarina ayirirsak her grupta
tam olarak n — 2015 dogru bulunacak. Grup sayisi k olursa 2015k = n(k — 1)
elde ederiz. k ile k — 1 aralarinda asal oldugundan k — 1 sayis1 2015’1 bolecektir.
2015 = 5-13-31 oldugundan k sayis1 2,6,14,32,2016,5-13+1,5-31+1,13-31+1
olmak tizere 8 farkli deger aliyor.

5. Bir ABCD karesinin [AC| kosegeni tizerinde |AE| = |EF| = |FC| olacak sekilde
E ve F noktalari alimiyor. AC'D {i¢geninin i¢ bolgesinde bulunan ve AD kenarina
teget olan O merkezli bir cember AC kenarina da F noktasinda tegettir. Benzer
sekilde AC'D {ig¢geninin i¢ bolgesinde bulunan ve C'D kenarina teget olan O,
merkezli bir cember AC' kenarina da F noktasinda tegettir. Buna gore BO;0s
tiggeninin alanimin DO; 04 iiggeninin alanina orani kagtir?

13+ 122
17

2
|EF| = |FC| = % olur. BD dogrusu 0,0, ve EF dogrularim sirasiyla X ve

Cevap: . Genelligi bozmadan |AB| = 1 alabiliriz. Bu durumda |AE| =
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X
Y noktalarinda kessin. Bu durumda |D—X|| oranini bulmak yeterlidir. |XY| =
2—+2 2
|O1E| = |AE| - tan22.5° = 3\/_ ve |BY | = |DY| = \/7— oldugundan
IBX| 2+52 134122
IDX| 2 _ 22 B 17
olur.
. 2323232 {in pozitif tam bolenlerinin bazilarindan olusan {ay, as, . . . , a, } kiimesinde

hicbir eleman bir digerini tam bolmiiyorsa, n nin alabilecegi en biiytik deger nedir?

Cevap: 2324. 0 < w1, %9, ..., Tny Y1, Y2, - - -, Y < 2323 olmak tizere a; = 23% - 101¥
diyebiliriz. a; lerden higbiri bir digerini tam bolmiiyorsa z; ler birbirinden hep farkl
olmali, o halde cevap 2324’ gegemez. Ote yandan 1 < ¢ < 2324 igin (x;,y;) =
(1 — 1,2324 — 1) ikilileri istenen sart1 saglar, yani cevap 2324’tiir.

cxy(r —y) =1 ve z?—ay+y? =y + 1 kosullarim saglayan (z,y) gercel say1
ikilileri icin 2% + y? ifadesinin alabilecegi en biiyiik ve en kiiciik degerlerin fark:
kactir?

1
Cevap: V5. zy(z —y) = 1 oldugundan 2?> — xy = ~ ve buradan da y + 1 =
Y

1
?-zy+yP=y*+- <= (y—-1)*(y+1)=0olur.y=1igina*—-2—-1=0
Y

1++5
ve buradan da x = 2\/_ ve y = —1 icin 22 + 2 + 1 = 0 olur ve bu durumda
gercel ¢ozlim yoktur.
. a; € {0,1} olmak iizere, kag (a1, aq,...,as;) onbirlisi a; + as + az + ag + a5 >

ag + ar + ag + ag + ap + a1; kosulunu saglar?

Cevap: 1024. Cevap T olsun. Bir (ay,as,...,aq;) onbirlisinde ilk bes elemandan
0’a est olanlarmm say1 f(5), 1’e esit olanlarin sayis1 g(5), son alt1 elemandan 0’a
est olanlarin say1 f(6) ve son alt1 elemandan 1’e esit olanlarin sayisi g(6) olsun.
T sayist f(5) < f(6) kogulunu saglayan onbirlilerin sayisidir. Simetriden dolay1
g(5) < ¢(6) kosulunu saglayan onbirlilerin sayis1 da 7’dir. O zaman g(5) > ¢(6)
kogulunu saglayan onbirlilerin sayis1 2! — T olur. Yine simetriden dolay1 f(5) >
f(6) kosulunu saglayan onbirlilerin sayis1 da 2! — T olur. Buradan T+ (2! —T') =
211 ve T = 2'0 olur.

. Bir ABC' ti¢geninin A kosesinden gecen i¢ aciortay ile B kosgesinden gecen
kenarortay P noktasmda kesigiyor. |[AP| = /3, |BP| = 1, |CP| = /7 ise, ABC
iggeninin alan kagtir?

Cevap: 2v/3. AC kenarinin orta noktasi D ve |AD| = |DC| = x, |PD| =y, |AB| =
z olsun. Kenarortay teoreminden z? + y* = 5 ve aclortay teoreminden z = yz
olur. ABD ftiggeninde agiortay uzunlugu hesabindan zz — y = 3 ve buradan da
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x? —y? = 3y bulunur. Buradan da 2y?> = 5—3y vey = 1, z = 2 olur. |BP| = |PD|
oldugundan AP 1 BD elde edilir. Buradan ABC iicgeninin alani 2v/3 olur.

Her i € {1,2...22} i¢in a;, a;11 1 tam bolecek ve agsz de 2015 i tam bolecek
bigimde kag farkli (aq, as, . .., as3) pozitif tam say1 23-lisii vardir?

i 2015
Cevap: 243 b1 = daq, 2 S 1 S 23 lgll'l bz = ¢ ve b24 = dersek, b1 'bQ s 624 =
Qi—1 a23

2015 denkleminin pozitif tam say1 coziimlerini aradigimiz goriiliir. 2015 = 5-13-31
oldugundan ve 5,13, 31 den her biri 24 yerden (yani by, by, . . ., byy) herhangi birine
bagimsiz olarak gidebileceginden cevap 242 olur.

a ve b, a + b = 1 kogulunu saglayan gercel sayilar olmak iizere, (a* — b)(b* — a)
ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

Cevap: —5. (a*—b)(b*—a) = (ab)*+ab—(a+Db) [(a + b)? — 3ab] = (ab)?+4ab—1 =
(ab+2)* — 5 > —5 olur. Esitlik durumu (a,b) = (2, —1) iken saglanir.

Koseleri, verilmis bir diizgiin n-genin koseleri tizerinde olan ikizkenar ticgenlerin
sayist s(n) olmak tizere, s(n) > s(n + 1) kogulunu saglayan kag n < 2015 pozitif
tam sayis1 vardir?

Cevap: 336. Ikizkenar iicgeninin tepe noktasmi (711) sekilde secebiliriz. Geriye
kalan iki nokta ise ikizkenar tiggen olusturabilmek icin L”T*lj farklh sekilde
secilebilir. Dolayisiyla olugturulabilecek ikizkenar tiggen saynsi n[Z2%] dur.
Ancaak, olugturulan ikizkenar iicgenler i¢inde egkenar olanlari (varsa) 3 kez saydik.
Bu yiizden, eger n sayist 3 ile tam boliiniiyorsa bu ifadeden %" gikarilmali. O
zaman n + 1 sayis1 3 ile tam bolinmiiyorsa s(n) < s(n + 1) oldugu agk.
s(6k—1) = (6k—1)(3k—1) = 18k*—9k+1 ve s(6k) = 6k(3k—1)—4k = 18k?—10k
oldugundan k > 1 igin s(6k — 1) > s(6k) olur. s(6k +2) = (6k +2)3k = 18k? + 6k
ve s(6k+3) = (6k+3)(3k+1) —2(2k +1) = 18k? 4+ 11k + 1 oldugundan her k > 1
icin s(6k 4+ 2) < s(6k + 3) olur. O halde sart1 saglayan sayilar 6k — 1 formunda
olan sayilardir ve bunlar da 5,11,17,23,...,2015 tir.

Bir ABC' iiggeninin [BC] kenar iizerinde |BA;| = |A14s] = |A2C| olacak
bigimde A; ve As noktalar1 alimiyor. Benzer gekilde [C'A] kenar1 tizerinde
|C'B;| = |B1By| = | BoA| olacak bi¢imde B; ve By noktalar1 alimiyor. AA; dogrusu
BB; ve BB, dogrularini sirasiyla X ve W noktalarinda, AAs dogrusu da BB;
ve BBy dogrularimi sirasiyla Y ve Z noktalarina kesiyor. Buna gore XY ZW
dortgeninin alaninin ABC' iiggeninin alanina oran kagtir?

9
Cevap: 0 Menelaus teoreminden

4Y| BA ICB| 2 1 1
[AY[ ~ [BC| [B/A] 32 3
[A2Z| _ |BAs| |CB| 2 2 4
[AZ] ~[BC] [BA] 31 3
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oldugundan
|AZ||ZY | |AY|=12:9:7
olur. Yine Menelaus teoreminden
AX| _ BA| OB _1 1 _
|AX| |BC| |B1A] 3 2
1 2
=

AW| _[BAY| |CBy 1
AW] ~ |BC| ' |B.A| 3

wlinn O

oldugundan
AW [WX]|:|AX|=21:9:5
olur. Buradan da
AWXYZ) A(AXY) AAWZ) 1 . 30-21—-21-12 9

A(ABC) — A(ABC) A(ABC) 3 35 - 28 70

olur.

2015 den biiyiik olmayan pozitif tam sayilardan olusan {ay, as, . .., a;} kiimesinde

herhangi iki elemanin fark: bu iki elemanin toplamini tam bolmiiyorsa, k en fazla
kag olabilir?

Cevap: 672. 672 i¢in 6rnek gosterelim: {1,4,7,...,2014}. Bu dizideki herhangi iki
1+ 3n ve 1 + 3m sayilarinmn farki 3(m — n), toplami 2 + 3(m + n) oldugundan

kogullar saglaniyor. Herhangi ti¢ ardigik sayidan en fazla 1 eleman alinabildiginden
cevap 672’den fazla olamaz.

f:R — R ve g: R — R fonksiyonlari, her z # 0 i¢in

fRx+1)+gx—1)=3x+2

z+1 1—2x 1
f +3g = +4
T 2z 2

esitliklerini saghyorsa f(2015) 4+ ¢(2015) kagtir?

Cevap: 2014. Ikinci esitlikte x yerine 5 yazilirsa f(2z + 1)+ 3g(z —1) =z + 4
elde edilir. Birinci egitlik de kullamlarak g(z — 1) =1 -2z ve f(2x + 1) =4z + 1
oldugu goriiliir. Dolayisiyla f(2015) 4 ¢(2015) = 4029 — 2015 = 2014 olur.

Bir cember etrafina yiiz say1 dizilmistir. Saat yoniinde kendisinden sonra gelen
ilk iki sayidan biiytik olan sayilara A tipi, saat yoniinde kendisinden 6nce gelen
ilk iki sayidan kiigiik olan sayilara ise B tipi say1 diyelim (bir say1 hem A hem de
B tipi olabilir). A tipi sayilarin sayisi 80 ise, B tipi sayilarin sayisi en az kag olabilir?

Cevap: 61. A olmayanlara C diyelim. Bir C ve C den 6nce gelen en uzun A tipli say1
grubuna blok diyelim. Toplamda 100 — 80 = 20 tane C tipi say1 var. Demek ki 20
blok var (bloklar tek elemanl olabiliyor). En biiyiik say1 T olsun. T den 6nce gelen
iki say1 da C tipidir. O zaman en az bir blokun eleman sayis1 birdir. Her blokta
soldan ilk 2 eleman digindakiler B tipidir. Demek ki en az 100 —19-2 — 1 = 61
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B tipi say1 vardir. 19 blokun her birinin en az 4 elemanl oldugu durum 61 igin
ornek olusturur.

Diizlemde bir cember ve bu cemberin dig bolgesinde A;, A,,... A, mnoktalar
veriliyor. Bu gemberin tizerindeki her A noktasi igin, [AA;], [AAs], ... [AA,] dogru
parcalarindan en az ticii ¢cemberi yalmizca A noktasinda kesiyorsa, n en az kag
olabilir?

Cevap: 7. Cemberin merkezi O olsun. A;O ya paralel olup ¢embere teget olan
iki dogru vardir, bu dogrular /;, ¢, ve cembere degdikleri noktalar P;, P, olsun.
Soruda verilen kogulu A = P, ve A = P, i¢in degerlendirirsek, A, Ay,... A, den
en az 3’iniin ¢; e gore cember ile farkh tarafta ve en az 3'tintin ¢, ye gore cember
ile farkh tarafta oldugunu gortiriiz, bir de A; var, boylece n > 7 dir. Cember ile
merkezdes olan ¢ok biiyiik bir diizgiin 7-genin koseleri verilen sarti saglar, o halde
cevap 7.

0 < n < 232 kosulunu saglayan kac farklh n tam sayisi icin, n® + 2n* +n3 — 3n + 2
says1 232 ile tam boliiniir?

Cevap: 1. n® +2nt +n3 —=3n+2 = (n + 2) [n* + (n — 1)?] dir. 23 = 3 (mod 4)
oldugundan —1 sayis1 23 modunda kare kalan degildir. Bu yiizden n* + (n — 1)?
ifadesi hicbir n tam sayisi icin 23 ile tam boliinmez. Tek ¢oziim n = 232 — 2 dir.

f(x) = ax® — 3ax + 2a + 23 fonksiyonu her 1 < z < 2 i¢in | f(z)| < 23 kogulunu
sagliyorsa, a nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

Cevap: 184. f(z) = a((z — 2)? = 1) + 23 tir. 1 < = < 2 iken |f(z)| < 23
olmasi i¢in a > 0 olmasi gereklidir. Acikga goriilecegi tlizere [1,2] arahginda f
en biytlk degerini x = 1 ve x = 2 de alirken en kii¢iik degerini x = % de alir.
f(1) = f(2) =23 ve f(2) = —%+23 > —23 olmasi gerektiginden a < 4-46 = 184

oldugu goriiliir. @ = 184 iken de istenen sartlar saglanir.

Baslangigta 101 top igeren bir kirmiz1 kutu ve bog bir beyaz kutu bulunuyor.
Ash ve Burak sirayla hamle yaparak bir oyun oynuyorlar. Asli her hamlesinde
bir pozitif tam say1 seciyor ve kirmizi kutudan sectigi sayida topu beyaz kutuya
aktariyor. Burak da her hamlesinde bir pozitif tam say1 seciyor ve beyaz kutudan
sectigi sayida topu kirmizi kutuya aktariyor. Bir say1 en fazla bir kez secilebiliyor.
Sirasi gelen oyuncu hamle yapamazsa oyun bitiyor. Ilk hamleyi yapan Ash, beyaz
kutuda en fazla kac top kalmasini garantileyebilir?

Cevap: 101. Ash ilk olarak 2 sayisini seciyor ve bundan sonraki her hamlesinde
Buraka hamle yapmak icin tek segenek burakiyor. Buna gore secilen sayilar dizisi

2,-1,3,-4,6,-5,7,-8,...,95,-96,98, —-97,99, —100, 101

olursa oyunun sonunda beyaz kutuda 101 top kaliyor.
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|AB| = 11 ve |AC| = 9 kosullarim saglayan bir ABC' ii¢geninin i¢ bolgesinde
|BP| =7 ve |CP| = 3 kosullarim saglayan bir P noktasi aliniyor. Buna gére |AP)|
uzunlugunun alabilecegi kag farkl tam say1 degeri vardir?

Cevap: 2. |[AB|>+|PC|* = 12149 = 81+ 49 = |AC|* + |BP|? oldugundan AP 1
BC olur. Buradan da m(APC) > 90° bulunur. |AP| = x dersek 2> +9 < 81 ve x

tamsay1 oldugundan = < 8 olur. Ucgen esitsizliginden 6 < z olur. Buradan z = 7, 8
degerlerini alabilir. Her iki durumda da sartlar1 saglayan iiggenler mevcuttur.

2?2 + 1 = az (mod 23) olacak sekilde en az bir z tam sayisinin bulunmasim
saglayan kag farkli 0 < a < 23 tam sayis1 vardir?

2 2
Cevap: 12. 22 + 1 = ax (mod 23) = (x—g) = (%) -1
(mod 23) olacagindan 23 modunda x? — 1 formundaki kare kalan sayisin

bulmamiz gereklidir. Tiim kare kalanlar 0,1,4,9,16,2,13,3,18,12,8,6 ve 2% — 1
formundaki tiim sayilar de 22,0,3,8,15,1,12,2,17,11, 7,5 sayilaridir. Bunlardan
0,3,8,1,12,2 sayillarn kare kalan olur. Kargilhik gelen a degerleri sirasiyla
2,21,4,19,6,17,10,13,12,11, 14,9 olur.

Cevresi 23 birim ve alan1 23 birim kare olan kag farkli ikizkenar tiggen vardir?

23 23
Cevap: 2. Kenar uzunluklar: 5 a, 5 a,2a olan tliggenin tabana dik olan
23 23 23
yitksekliginin uzunlugu h = \/(? —a)?—a?= 5 (7 — 2a) dir. O halde biz
23 23 23 23
28=a-h=a/—= (= —2a) & a® — (=—2a) =23* & a®(23—4a) = 4-23
2 "2 22 2
denkleminin ¢oziimlerini ariyoruz. a = 5 degerini denedigimizde (yani egkenar
3
liggen), a* - (23 — 4a) = 3 4 - 23 olur. O halde verilen denklemin en az bir
23
adet 0 < a < — olmak tizere ve en az bir adet 5 <a< 7 olmak ftizere iki

¢ozimi vardir. Bir de @ < 0 sartini saglayan ve geometrik anlami olmayan bir
¢oziim olduguna gore bagka ¢oziim olamaz, ¢iinkii denklem 3™inci derecedir. Yani
istenen gartlar1 saglayan 2 iiggen vardir.

Bir simiftaki 23 6grenci li¢ gruba, birbirleriyle arkadas olan 6grenciler ayni grupta
olmayacak gekilde tek tiirlii dagitilabiliyorsa, simiftaki arkadas ikilisi sayis1 en az
kag olabilir?

Cevap: 43. Her ogrenciyi bir nokta ve arkadaghklar1 da bu noktalar1 birlegtiren
kenarlarla gosterelim. Gruplar A, B ve C' olsun. A U B ¢izgesi baglantili olmayip
AUB = GG+ G4 oldugunu varsayalim. O zaman ANG; ve BNG1 deki elemanlarin
yerleri degistirilebilir ve bu da tek tirli dagitilabilme kosuluyla celigki olusturur.
Benzer gekilde BU C' ve A U C gizgeleri de baglantilidir. A, B ve C’nin eleman
sayilar1 sirasiyla a,b ve ¢ olsun. O zaman toplam kenar sayisi en az a +b — 1 +
b+c—14+a+c—1=2n—3 =46 — 3 = 43 olacaktir. 43 i¢in 6rnek: A ve B



25.

26.

27.

23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Smavi A

hem kendi aralarinda hem de herkesle arkadag olup, A ve B digindaki herhangi
ikili aralarinda arkadasg olmazsa kogullar saglanmig olur.

Koseleri bir ¢ember tizerinde bulunan bir ABC'DE beggeninin kenar uzunluklari
|AB| = |BC| = 7,|CD| = |AE| = 15 ve |DE| = 24 olarak veriliyor. Bu beggenin
alan1 kactir?

Cevap: 276. C' noktasimi BD ye paralel olarak kaydirip cember iizerinde
yerlesebilecegi diger noktaya gotiiriirsek |AB| = |CD| = 7,|AE| = |BC| = 15
ve |DE| = 24 olur ve besgenin alani degismez. [C'E] dogru pargast CDE {iggeni
ve ABCE ikizkenar yamugunun ortak kenaridir. m(@) = 90° < |CE| =
25 & m(C/’/—l\E) = m(C/'BE’) = 90° oldugunu gozlemlemek kolaydir. O halde,

o

|CE| > 25 olsa m(CDFE) + m(@) > 90 4+ 90 = 180 geligkisi ve |CE| < 25
olsa m(C/’Zﬁ) + m(m) < 90 4+ 90 = 180 celiskisi elde edileceginden |CE| = 25
ve m(@) = m(@) = m(C/'B\E) = 90° olmali. Yani Alan(ABCDE) =
Alan(CDE) + Alan(ABCE) = 84 + 192 = 276 olur.

(Coziim 2. Birinci ¢oziimdeki gibi C kosesini kaydiralhm. |AC| = |BE| = z, |CE| =
y ve m(@) =a s m(m) = m(@) = 180 — « diyelim. Batlamyus’tan
x? = Ty+15% Kosiniis teoreminden y* = 2241524215z -cos(a) ve y? = 24*+ 7% —
2.24-7-cos(a) olur. O halde (24-7+15z)-y* = 24-Tx?+ (242 +7%) - 150 +24-7-15°.
Terimleri tagiyarak bir diizenleme yaparsak, 15x-(y?—(242472)) = 24-7-(2®> —y>+
152) = 24.-7-(Ty—y?+2-15%) = 152 (y—25)- (y+25) = —24-7-(y—25)(y+ 18) =
(y —25) - (152 - (y+25)+24-7-(y+18)) = 0. Son ifadede ikinci terim pozitif
oldugundan y = 25,z = 20, = 90° bulunur ve birinci ¢oztimde oldugu gibi
sonuca ulagilir.

n > 1 tam sayisinin en biiyiik ve en kiigiik asal bolenlerinin toplami f(n) olmak
tizere, f(n) = n — 23 denklemini saglayan kag farkli n > 1 tam sayis1 vardir?

Cevap: 3. p1 < po < --- < pi asal sayilar olmak iizere n = pips - - - pr seklinde
(farkli olmasi gerekmeyen) asallarin garpimi bigiminde gosterildiginde f(n) = p; +
pr = n — 23 > pipr — 23 ve buradan da (p; — 1)(pr — 1) < 24 bulunur. (Eger
n sayist asalsa yani k = 1 ise f(n) = 2p; = p1 — 23 olacagindan ¢oziim gelmez.)
Ote yandan p; + pr = n — 23 oldugundan p; | pr + 23 ve py | p1 + 23 olmahdr.
Buradan sadece (2,5),(3,13),(5,7) ikilileri saglar. Bu durumda kargilik gelen n
sayilar1 sirasiyla 30, 39, 35 olur.

123 —20152%2+23 = ¢ denkleminin en az ii¢ farkli gercel ¢oziimiiniin bulunmasini
saglayan tiim ¢ tam sayilarinin aritmetik ortalamasi kagtir?

Cevap: Higbiri. Bu sart1 saglayan ¢ tam sayilarinin bir k pozitif reel sabit sayisi
icin (23 — k, 23+ k) araligindaki sayilar olmasi gerektigi goriiliir. Tiirev incelemesi
ile k£ yi hesaplayabiliriz, ama bu sorunun cevabini bulmak icin buna gerek yok. &
ne olursa olsun (23 — k, 23 + k) araligindaki tam sayilarin aritmetik ortalamasi 23
tir.



28.

29.

30.

31.

23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Smavi A

Tabani Ay As A3A A5 AgA7; T-geni olan bir piramidin her ayritinin kirmizi ve
mavi renklerden birine, bu piramidin her kogesinden herhangi bir diger kosesine
hem sadece kirmiziya boyali hem de sadece maviye boyali ayritlar takip edilerek
ulagilabilecek sekilde boyanmasina iyi boyama diyelim. Kag iyi boyama vardir?

Cevap: 252. Taban digindaki kenarlarm boyama sayist 27. Bir iyi boyamada
bu yedi kenarin tiimii kirmizi, veya tiimii mavi olamaz: 27 — 2. Piramidin
tepe noktast O olmak iizere, genelligi bozmadan [OA;] kirmizi, [OA;;1] mavi
renge boyanmig olsun. [A;A;11] kenarimi herhangi bir renge boyayalim, bu renk
de genelligi bozmadan mavi olsun. O zaman [A;;1A;42] kenar1 kirmizi renge
boyanma zorunda olacaktir. Benzer sekilde devam edersek diger taban kenarlarin
da tek tiirli boyanma zorunda olacaklarimi gorecegiz. Demek ki iyi boyama sayisi
2(27 — 2) = 252 dir.

I¢ teget cemberinin merkezi I olan ve |AB| = 3, |BC| = 7, |CA| = 5 kogullarmi
saglayan bir ABC' tic¢geni verilmistir. BIC ii¢geninin c¢evrel ¢emberi tizerinde
BC dogrusuna gore [ ile farkh tarafta kalacak bigcimde alinan bir D noktasindan

BE
[BC] kenarina inilen dikmenin ayag) E dir. Buna gore : c E; = g ise m (BAD)
kactir?
Cevap: 60°. ABC' iiggeninde kosiniis teoreminden cos A = —1/2 ve buradan da

m(ﬂ\C‘) = 120° elde edilir. ABC ii¢cgeninde BC' kenarina teget olan dis teget
¢emberin merkezi J, olmak tlizere bu cemberin BC' kenarina degdigi noktaya K

BK .
dersek ﬁ = 9/5 oldugu kolaylikla goriilebilir. Ote yandan J4 noktast BIC

iiggeninin g¢evrel ¢cemberi tizerindedir. Yani D ile Ju cakigik olur. Bu durumda
m(BAD) = 60° bulunur.

3(m*n +n?+ 1) = m(n® + 9m + n) denklemini saglayan kag farkh (m,n) tam
say1 ikilisi vardir?

Cevap: 4. 3(m*n+n?+1) —m(n® +n+9m) = (mn — 3)(3m?* —n?* — 1) ve n* =
2 (mod 3) denkliginin tam sayilarda ¢oziimii olmadigindan mn = 3 olmalidir.
Buradan (3,1),(1,3), (=3, —1), (=1, —3) ¢ozlimleri gelir.

Elemanlar1 23 den biiylik olmayan aq, as, ..., a, pozitif tam sayilar dizisinde ilk
ve son eleman disindaki her eleman iki komsgusunun aritmetik ortalamasindan
biiyiiktiir. Buna gore n’ nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

Cevap: 14. Say1 aq, ..., a, olsun. O zaman
ar — Ay < g —ag < -+ < Qp—1 — Ay,

oluyor. 1+ 2+ 34+ 4+ 5+ 6 = 21 oldugundan a; — a;;, dizisinde en fazla
6 negatif ve 6 pozitif terim olabiliyor. Demek ki n < 14. 14 igin Ornek:
1,7,12,16,19,21,22,22,21,19,16,12,7.1.



23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Smavi A

32. 23 kentin bulundugu bir iilkede 250 kent ikilisi arasinda kargilikli ucak seferleri,
tilkedeki herhangi bir kentten bir digerine (dogrudan veya birka¢ aktarmayla) en
fazla 5 saatlik ucgus stiresi sonucunda ulasilabilecek bicimde nasil diizenlenirse
diizenlensin, k saatlik ucug sonucunda bir kentten baglayip her kente en az bir kez
ugrayarak bastaki kente doniilebiliyorsa, k& nin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

Cevap: 110. 250 < (223) = 253 oldugundan aralarinda karsilikli ucak seferleri
bulunmayan en az iki kent vardir. Bune gore A dan B ye en kisa sefer A - C' — B
olacak sekilde A,B ve C kentleri bulunur. O zaman A - C - B — --- — A
en fazla 22 -5 = 110 saat olur. 110 saat i¢in O6rnek: Bir A kenti ile diger tiim
kentlerarasinda her biri 2.5 saat siiren karsilikli ugak seferleri olsun. A disindaki
kenlerin bazilar1 arasinda da toplam 100 sefer elde etmek icin her biri 10 saat

siiren yollarla birlegtirilsin.



