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21. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Agama Sinavi A

1. |AC| > |AB] olan bir ABC' iiggeninin i¢ teget cemberinin merkezi I ve
agirlik merkezi G' olmak tizere, IG ve BC dogrulari birbirine paralel,
|BC| = 2, ve Alan(ABC) = 3+/5/8 ise, | AB| nedir?

Cevap: 9/8. AG ve AI dogrulari BC' kenarimi swrasiyla D ve E
noktalarinda kessin. G agirhk merkezi ve IG || BC oldugundan
|AI|/|IE| = |AG|/|GD| = 2 olur. BI ve CI swasiyla ABE ve ACE
acilariin aglortay1 oldugundan |AB|/|BE| = |AC|/|CE| = 2 olur.
|AC| = b ve |AB| = ¢ dersek b+ ¢ = 2|BC| = 4 elde ederiz. Buradan
da {iggenin yar1 ¢evre uzunlugu v = 3 bulunur. |BC| = a = 2 olmak
tizere liggende alan formiiliinden u(u — a)(u — b)(u — ¢) = 45/64 ve
buradan da (3 —b)(3 — ¢) = 15/64 ve b+ ¢ = 4 egitligini kullanarak
be = 207/64 elde ederiz. b ve ¢ sayilar1 kokleri 23/8 ve 9/8 olan ikinci
derece polinomun koékleridir. ¢ < b oldugundan ¢ = 9/8 olur.

2. p, q asal say1lar ve n pozitif bir tam say1 olmak {izere, 1/p+2013/q = n/5
esitligini saglayan kag (p, ¢, n) tgliisii vardir?

Cevap: 7. Esitlik 5pq ile carpildiginda 5g+5-2013p = pgn elde edilir. Bu
esitlikten 5q sayisinin p ile boliindiigii goriiliir. O halde p = g veyap =5
tir. p = ¢ ise, pn = 5-2014 = 2-5-19-53 gelir ve p asal say1 oldugundan
4 ¢oziim elde edilir (2,2,5035), (5,5,2014), (19,19, 530), (53, 53, 190).
p=>5ise gn—1)=5-2013 = 3-5-11-61 oldugu goriiliir. ¢ asal
say1 oldugundan 3 yeni ¢oztim gelir (5, 3,3356), (5, 11,916), (5,61, 166).
Toplam 7 ¢oziim vardir.

3. Katsayilar1 {0,1,2,3,4,5} kiimesine ait olan bir polinomun z — 6 ile
boliimiinden kalan 2013 ise, bu polinomda x in katsayisi en az kag
olabilir?

Cevap: 5. Bu polinoma P(x) diyelim. O halde, bu polinomunun x —6 ile
boliimiinden kalan P(6) dir, yani P(6) = 2013. P(z) = a,-2"+...+ag
dersek, 2013 = a,,-6"+...4+ap = (ay, ... ag)s olur. Son esitligi yazarken
P nin katsayilarmin {0,1,2,3,4,5} kiimesine ait olduklarni, yani 6
tabaninda rakam olduklarmi kullandik. 2013 = (13153)s oldugundan
ap = 5 tir.

4.1,2,...,49 sayilar1 7 x 7 bir satran¢ tahtasinin birim karelerine, ardigik
sayilar ortak bir kenar paylasan birim karelerde yer alacak bi¢imde
yazildiginda bir satirda en fazla kag asal say1 olabilir?
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Cevap: 5. Herhangi iki komsu karedeki sayilarin biri tek, biri ¢ifttir.
Bu nedenle bir satirda en fazla 4 tane tek say1 bulunur ve dolayisiyla
cevap en fazla 5 olur. Asagidaki tablonun fticilincii satirinda beg tane
asal say1 bulunuyor: 5,2,11,19,43.

7 8 9 | 16 | 17 | 46 | 45

6 1 | 10 | 15 | 18 | 47 | 44

5 2 |11 | 14 | 19 | 48 | 43

4 3 |12 | 13 | 20 | 49 | 42

25 | 24 | 23 | 22 | 21 | 40 | 41

26 129 | 30 | 33 | 34 | 39 | 38

27 1028 | 31 | 32 | 35 | 36 | 37

5. [BC] kenarimin uzunlugu 11 olan ABC' {iggeninin bu kenar1 iistiinde bir
D noktast |BD| = 8 olacak bi¢imde alimyor. C' ve D noktalarindan
gecen ¢cember AB dogrusuna bir E noktasinda tegettir. B den gecen
ve DFE dogrusuna dik olan dogru iizerinde bulunan bir P noktasi i¢in
|PE| =T ise, |DP| kactir?

Cevap: 5. Cemberde kuvvetten |BE|*> = |BD|-|BC| = 88 olur. Pisagor
Teoreminden |BE|*> — |PE|?> = |BD|> — |PD|? ve buradan da |PD|? =
64 + 49 — 88 = 25 ve |PD| =5 olur.

6. 5 tabanina gore yaziliminda 3 ve 4 rakamlar1 gegmeyen en kiigiik 111.
pozitif tam say1 nedir?

Cevap: 755. 5 tabanina gore, yaziliminda 3 ve 4 rakami icermeyen
sayilar 0,1 ve 2 rakamlarindan olusur. Bu sebepten dolayi, bu pozitif
tam sayilar kiigiikten biiytige siralandiginda bir sayinin sira nuumarasi
o sayinin 5 tabanina gore yaziliminin 3 tabanina gore acilimina egittir.
111 = (11010)3 oldugundan 111. say1 (11010)5 = 625 + 125 + 5 = 755
tir.
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7. 2t — 82% + 1322 — 242 + 9 = 0 denkleminin gercel koklerinin toplami
nedir?

Cevap: 7.
gt — 823 + 1322 — 242 + 9= (2 — 7w + 3)(2* — 2 + 3)

oldugundan denklemin sadece iki gergel kokii vardir ve bu gercel
koklerin toplamlar1 7°dir.

8. Koseleri, verilen bir diizgiin yirmigenin koselerinden dordiinde yer alan
kag deltoid vardir?

Cevap: 85. Diizgiin yirmigenin koseleri Ay, As, ..., Ay olsun. Deltoidin
kogegenlerinden biri bu deltoidi iki ikizkenar iiggene ayiriyor. Bu
kogegen deltoidi tek tiirlii belirliyor. Bu kdsegenin A;A; (i > j) olmasi
icin gerek ve yeter kogul ¢ — j saywisinn ¢ift olmasidir. Boyle (3, )
ikililerinin sayis1 2 - (120) = 90’dir. 5 tane eskenar deltoid iki kez sayildi,
bu nedenle cevap 90 — 5 = 85 olur.

9. ABC iicgeninde |[AB| = 18, |AC| = 24 ve m(BAC) = 150° dir. D
noktasi [AB], E noktasi [AC] ve F' noktasi [BC| kenarlar {istiinde
olmak iizere, |BD| = 6, |CE| = 8 ve |CF| = 2 |BF| dir. ABC {iggeninin
diklik merkezi H noktasimin D, FE ve F' noktalarina gore simetrikleri
sirasiyla, Hy, Hy ve H3z noktalar: ise, H; Hy H3 ti¢geninin alani nedir?

Cevap 96. ABC iiggeninin alanina S dersek, AED, CEF, BDF
ticgenlerinin alanlar sirasiyla 45/9, 25/9, S/9 olur. Buradan da DEF
tiggeninin alani 25/9 olur. Hy Ho Hj tiggeni DEF {iggeniyle benzer olup
benzerlik orani 2 dir. Buradan da H; HyHj tiggeninin alan1 85/9 olur.
Ucgende siniislii alan formiiliini kullanarak S = 1 /2-24-18-sin 150° =
108 oldugundan H; HsH3 tiggeninin alan1 85/9 = 96 olur.

10. n den kiiciik ve n ile aralarinda asal olan tam olarak 20 tane pozitif tek
tam say1 bulunmasim saglayan kag¢ n pozitif tam sayis1 vardir?

Cevap: 6. n ¢ift say1 ise, verilen kogul ¢(n) = 20 oldugunu gosterir. ¢
fonksiyonunun carpimsalligi kullanilarak n nin asal bolenlerinin 2,3,5
veya 11 olabilecegi goriiliir ve buradan da 2 -3 - 11 = 66,2 - 52 = 50
ve 22 - 11 = 44 ¢oziimleri gelir. n tek ise, verilen kosul ¢(2n) = 40
olmasinda denktir. n tek oldugundan, bu da ¢(n) = 40 demektir. Bu
durumdan da 41,5 - 11 = 55 ve 3 - 52 = 45 coziimleri gelir. Toplam 6
say1 kogulu saglar.
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xt + yt + 22%y + 20y? + 2 = 22 + y? + 22 + 2y esitligini saglayan kag
(x,y) gergel say1 ikilisi vardir?

Cevap: 4. Verilen ifade
(P +y—1°+ @ +z—-1)0=0
olarak yazilabilir. Buradan 22 +y = y? + x = 1 elde ederiz. z = y

1++5

(0,1) ve (z,y) = (1,0) ¢oziimleri gelir.

durumunda x =y = olur. z # y durumunda x +y = 1 olur ve
) —

buradan da (z,y

100 ogrenci, ogleden 6nce 50 tane ikili grup halinde ve 6gleden sonra
da, yine 50 tane ikili grup halinde ders cahsiyorlar. Ogleden 6nceki
ve sonraki gruplar nasil olugturulursa olusturulsun, herhangi ikisi giin
boyunca hi¢ birlikte ¢alismamis n 6grenci bulunabiliyorsa, n sayisi en
cok kag olabilir?

Cevap: 50. 100 o6grencinin her biri ¢izgenin bir kosesi olsun. Ogleden
once birlikte calisan ikilileri kirmizi, 6gleden sonra birlikte ¢aligan
ikilileri mavi kenarla birlegtirelim. O zaman ¢izge her birinin uzunlugu
cift say1 olan dongiilere ayrilacaktir. Her dongiiden komsu olmayan
kogeleri segersek kogullar: saglayan 50 ogrenci secilmis olur. 50’den fazla
ogrenci secilemeyecegi i¢in cevap 50 olur.

13. Cevrel ¢emberinin merkezi O olan bir ABC' {iggeninin [BC| kenari

ustiindeki D ve E noktalar1 D, B ile E arasinda yer almak iizere,
|AD| = |DB| = 6 ve |[AE| = |EC| = 8 kogullarin1 saghyor. ADE
tiggeninin i¢ teget ¢cemberinin merkezi I noktasi ve |Al| = 5 ise, [IO|
nedir?

Cevap: 23/5. ABD ve ACE figgenleri ikizkenar oldugundan OD ve
OF dogrulart ADB ve AEC agilarim ortalar. Yani O noktast ADE
iiggeninin DFE kenarina teget olan dig teget cemberinin merkezidir.
A, I,O noktadastir. ADFE ticgeninde I i¢ teget, O dis teget cember
merkezi oldugundan ID 1 DO ve IE 1 FEO olur. Yani I,D,0O,FE
noktalar1 gemberdes ve buradan da ZADI = ZIDE = ZAOF olur.
Ote yandan ZDAI = ZOAE oldugundan ADI ve AOF fiiggenleri
benzer olur. Benzerlikten |Al] - |AO| = |AD| - |AE| ve boylece |[AO| =
6-8/5 =48/5 ve |[IO] = 23/5 elde edilir.
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14. n tam sayisini bolen pozitif tam sayilarin sayisi d(n) ile gosterilmek

15.

16.

17.

tizere; 64800 sayisimin tiim &k pozitif tam sayr boélenleri igin, d(k)
sayilarinin toplami nedir?

Cevap: 1890. 64800 = 2°3*5% dir. Bu saymin bir k& boleni 2%3°5¢
formundadir ve 0 < a < 5,0 < b <4 ve 0 < ¢ < 2 kosullar1 saglanir.
d(2%3°5¢) = (1+a)(1+b)(1+ c) oldugundan istenen cevap bu tarz tiim
ti¢lii garpimlarin toplamidir ve buda (14+2+3+4+5+6)(1+2+
34+4+5)(1+2+3)=21-15-6= 1890 dur.

[1,2013] araliginda yer alan n gergel say1 nasil segilirse segilsin, kenar
uzunluklar: birbirinden farkli olup bu sayilardan bazilarina esit olan
bir ¢okgen bulunuyorsa, n en az kag olabilir?

Cevap: 13. Secilmig sayilardan biri kendisinden kiigiik olan
birkag sayisin toplamindan kiigiikse ¢okgen bulunuyor. [1,2013]
araliginda bu kosgulu saglamayan en fazla on iki eleman bulunur:
1,1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024. Sonug olarak cevap 13 oluyor.

16 beyaz ve 4 kirmizi top her biri 5 top alabilen 4 kutuya rastgele

dagitiliyor. Her kutuda tam olarak 1 kirmizi top olma olasiligi nedir?
5% 1

Cevap: @. 20 top beser elemanl 4 farkli gruba SRR

top dorder elemanl 4 farkli gruba

16 beyaz

|

16! .
At 4 kwmiz top birer elemanl

4 farkli gruba 4! farkli bicimde dagitilabilir. O zaman her kutuda tam
olarak 1 kirmiz1 top olma olasilig1

515151511614 5%

20141414141 (*)

olur.

Kenar uzunlugu 10 olan bir ABC' egkenar {i¢geninin i¢ bolgesindeki
bir P noktasi igin |PA|? 4+ |PB|? + |PC|* = 128 ise, kenar uzunluklar
|PA|,|PB|,|PC| olan bir {iggenin alani nedir?

Cevap: 6v/3. BP dogrusuna gore A ile farkli tarafta PA’B eskenar
tiggen olacak sgekilde bir A’ noktasi alahm. ZABC = ZPBA" = 60°
oldugundan ZABP = ZCBA' olur. |[AB| = |BC| ve |BP| = |BA/|



18.
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oldugundan AABP = ACBA’ ve boylece |CA'| = |AP| buluruz.
Benzer sekilde B’ ve C' noktalarini PB'C' ve PC'A ticgenleri eskenar
olacak bi¢gimde tamimlarsak |AB’| = |BP| ve |BC'| = |C'P| olur. Simdi
ise AB'CA’BC" altigeninin alanmi iki farkli yoldan hesaplayacagiz.
Ik olarak bu altigenin alam PAB’, PB'C, PCA', PA'B, PBC', PC' A
tiggenlerinin alanlar1 toplamma esittir. Kenarlarn |PA|, |PB|, |PC|
olan tcgenin alanina S dersek bu alti iiggenin alanlari toplami
3S 4 (|[PA®> + |PB|* + |PC|*)V/3/4 e esittir. Tkinci olarak altigenin
alamm ABC,A'BC,B'CA,C'AB f{icgenlerinin alanlar1 toplamina da
egittir. Egliklerden A’BC, B'C' A, C" AB tiggenlerinin alanlar1 sirasiyla
APB,BPC,CPA figgenlerinin alanlarina esittir. Buradan altigenin
alan1 ABC' iicgeninin alanmm iki kat1 yani 50v/3 e esit olur. 35 +
128\/3/4 = 50/3 olacagindan S = 6+/3 olur.

2013 2013 2013 2013
2013 2013 cee 4201310
( 1 > * ( 3 ) * ( D ) et 2013
toplaminin 41 ile béliimiinden kalan kagtir?

Cevap: 20. 2013 =4 (mod 41) dir. Sorudaki toplama 7" dersek

1006
; 2013 (14 2)2018 _ (1 —2)2013 32013 4 3
2T = ) 27! = _ 441
iz_; <2i + 1) 9 5 (mo )

elde edilir. 3 = —1 (mod 41) oldugundan 3?°'3 = -3 (mod 41)
bulunur. Dolayisiyla "= 20 (mod 41) elde edilir.

19. x bir gergel say1 olmak iizere,

20.

\/x2—4x+7—2\/§+\/x2—8x+27—6\/§

ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

Cevap: 2v/2. A, B ve C noktalann A = (1,2), B = (3,4) ve C =
(v/2,z) olarak tammlanirsa, verilen ifade |AC| 4+ |BC| olur. Ucgen
esitsizliginden |AC| + |BC| > |AB| = 2v/2. Esitlik C € [AB]
durumunda saglanir (z = 1+ v/2) ve cevap |AB| = 2v/2 olur.

Agirliklart 1,2,...,2013 gram olan 2013 tasin her birinin {istiine
1,2,...,2013 sayilarindan biri, her say1 tam olarak bir kez kullanilarak
yaziliyor. Sayilar nasil yazilirsa yazilsin, tiim taglarin tstiinde kendi
agirhiklarinin yazilip yazilmadig, sol kefesindeki agirliktan sag kefesin-
deki agirhigin gikarilmasinin sonucunu gosteren iki kefeli bir tart1 k& kez
kullanilarak kontrol edilebiliyorsa, k en az kag olabilir?
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Cevap: 7. Taglara 2187 —2013 = 174 tane sifir agirlikh tag ekleyerek tag
sayisini 37 = 2187 olarak alalim. Tasglar1 her biri 729 tastan olusan en
hafif, orta ve en agir gruba bolelim, hafif grubu sol kefeye, agir grubu sag
kefeye yerlegtirelim. Tart1 yanhg bir agirlik oldugunu kanitlamiyorsa,
bu ti¢ grubu ayni kuralla ticer gruba ayiralim ve en hafif ii¢ grubu sol
kefeye, en agir ii¢ grubu ise sag kefeye yerlestirelim. Tart1 yanhg bir
agirlik oldugunu kanitlamiyorsa, benzer sekilde devam edelim. Yedinci
tart1 sonucunda 2187 tane birer elemanl grup elde edecegiz. Simdi 7
den daha az tartiyla yapilamayacagini gosterelim. Her tarti igin ti¢ grup
tanimlaniyor. Bu gruplarin birinde ilk tart1 sonucunda bir grupta en az
2013/3 = 671, ikinci tart1 sonucunda en az 224, ti¢iincii tart1 sonucunda
en az 75, dordiincii tart1 sonucunda en az 25, besinci tarti sonucunda en
az 9, altinci tart:1 sonucunda en az 3 eleman olacak. Bu 3 tagin tustiine
yazilmig sayilarin dogru olup olmadigi kontrol edilmemis olacaktir.

21. m(C) = 90° olan bir ABC' dik ii¢geninin [AB] kenar tstiindeki D ve
E noktalar |[AD| = |AC| ve | BE| = | BC| kosullarin sagliyor. AEC' ve
BDC iiggenlerinin cevrel ¢cemberlerinin ikinci kez kesigtigi F' noktasi
icin |CF| = 2 ise, |ED| nedir?

Cevap: 2v/2. ZCBA = «a olsun. Cemberdesliklerden Z/DFC = 180 —
a, ZOFE =90+ « olur. |BC| = |BE| oldugundan Z/BEC = 90 — «/2
ve |AC| = |AD| oldugundan ZCDE = 45 4+ «/2 olur. Yani ZCFD =
2/CED ve ZCFE = 2/CDF olur. CDFE figgeninin g¢evrel ¢ember
merkezi O olmak tizere ZCOD = 2/ZCED ve LZCOE = 2/CDFE
oldugundan C,0,F,D ve C, O, F, E noktalar1 ¢emberdestir. Bu ise
ancak O = F iken miimkiindiir. Béylece |DF| = |FE| = |CF| = 2
olur. Ote yandan ¢emberdeslikten /DFE = /CBD + /CAE = 90°
oldugundan |DE| = 2v/2 olur.

22. n* +2n% — 20n% 4 2n — 21 sayis1, 0 < n < 2013 kosulunu saglayan kac
n tam sayisi i¢in, 2013 ile boltiniir?

Cevap: 6. n* +2n3 —20n% + 2n — 21 = (n®> +2n — 21)(n? + 1) =
((n+ 1) —22)(n* + 1). 2013 = 3 - 11 - 61 dir. Verilen saymm 3 ile
boliinmesi i¢in n = 0,1 (mod 3) olmas:1 gerekir. 11 ile boliinebilmesi
icin n = —1 (mod 11) olmalidir. 61 ile boliinmesi i¢gin n + 1 = £12
(mod 61) veya n = £11 (mod 61) olmalidir. Dolayisiyla n = 11,48, 50
(mod 61) olabilir. Cinli Kalan Teoremi’nden ¢dziim sayis1 2-1-3 = 6
bulunur.
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23. f ve g fonksiyonlar tiim z # —1 gercel sayilar igin,

fRx+1)+9g(B—2)=x
f(Bzx+5)/(x+1)+29(2x+1)/(x+1) =2/(x+1)

kogullarini saghyorsa, f(2013) nedir?

. 2
Cevap: 3016. Ik denklemde x yerine ‘ i ] yazarsak
x
3+ 5 20 +1 T+ 2
f(x+1 )+g(9:+1)_x+1

elde ederiz. Buradan

3r+5 _2x—|—4 T r+4

x—l—l)_ z+1 _:c—l—lzx—i—l
5—x _3x—7

3 yazarsak f(z) = 5 Ve f£(2013) = 3016.

o

gelir. Simdi x yerine

24. Agirliklari 1,2, ..., 77 gram olan 77 tag agirhiklar: birbirinden farkh olan
k gruba, her grup kendinden daha hafif gruptan daha az tas icerecek
bigimde dagitilabiliyorsa, k sayisi {9,10,11,12} degerlerinden kagini
alabilir?

Cevap: 0. Taglarin toplam agirhgi 1+ 2 + - -+ + 77 = 3003’e esittir.
k= 12 olsun. Gruplarin icerdikleri tag sayilar1 birbirinden farkh
oldugundan en az 1 + 2+ --- 4+ 12 = 78 > 77 tag vardir, celigki.

3
= 273 olacak ve grup

en az 4 tag igerecektir. Bu nedenle en az 4 +5+---+ 14 = 99 > 77 tag
vardir, celigki.

k =11 olsun. En agir grubun agirligi en az

003

= 300, 3 olacak ve

grup en az 4 tas igerecektir. Bu nedenle en az 4+5+---4+13 =85 > 77
tag vardir, geligki.

k = 10 olsun. En agir grubun agirhigi en az

3
k = 9 olsun. En agir grubun agirligi en az = 333,66 olacak ve

grup en az 5 tag icerecektir. Bu nedenle en az 5+6+---4+13 =81 > 77
tag vardir, celigki.

25. |AB| = |AC| olan bir ABC iiggeninde D noktas1 [AB] kenar iistiinde

yer almak tizere, [C' D] ig agiortay ve m(@) = 40° dir. [AB] kenarinin
uzantisi istiinde ve B den sonra yer alan bir F' noktasi i¢in, |BC| =



26.

27.
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|AF| dir. [CF] nin orta noktas1 E olmak itizere, ED ve AC dogrularinin
kesigim noktas1 G ise, m(F BG) nedir?

Cevap: 150°. |AB| = |AC| =z, |BC| =vy, |BD| = z, |AG| = k olsun.
AD = x — z, BF =y — z olur. Agiortay teoreminden z/(z — z) = y/z
ve buradan da z = zy/(xz + y) olur. FAC ti¢geninde GF kesenine gore
Menelaus teoreminden k/(k + z) = (z — 2)/(y — x + z) ve buradan
da k = 23/(y? — 22% + xy) olur. ABC ii¢geninde siniis teoreminden
y/x = sin 100/ sin 40 = 2 cos 40 ve —1/2 = cos 120 = 4 cos® 40 — 3 cos 40
oldugundan —1/2 = 4[y/(2z)]> — 3y/(2x) ve buradan da z*+y* = 322y
elde ederiz. Son esitlik 23/(y? — 222 + xy) = y — x esitligine denktir.
Yani k = y — x ve |GC| = |BC| = y buluruz. Buradan da DC' 1. BG
olur. Son olarak ZGBD = 30° ve ZFBG = 150° olur.

n pozitif bir tam say1 olmak tizere, n® + 2 ve (n + 1)* + 2 sayilarinin
her ikisini de bolen asal sayilarin sayisi en ¢ok kag olabilir?

Cevap: 1. Ikisini birden bolen bir p asal sayisi (varsa) ele alalim. =
pln+1P2+2—-n*+2) =3n*+3n+1. = pnBn®+3n+1) —
3n*4+2)=3n*+n—6.=p|(3n*+3n+1)— Bn* +n—6) =2n+T.
= pl8n? + 343 — 8(n® + 2) = 327 = 3 -109. O halde p, 3 veya 109
olabilir. 3 iin iki say1y1 birden bdlemeyecegi agik. n = (109 —7)/2 = 51
i¢in iki say1 da 109 ile boluntr.

(a, b) ikilisinin (1, 2), (3,5), (5,7), (7,11) degerlerinden kag1 i¢in P(z) =
2% + ax* + bx® + bx® + ax + 1 polinomunun tam olarak bir gercel
koki vardir?

Cevap: 2. a ve b’ nin tiim degerlerinde P(—1) = 0. Q(z) polinomunu
P(z) = (z + 1)Q(x) olarak tanimlarsak

Qz)=(*"+(a+ D>+ (b—a+ 12>+ (a—Dx+1

Qz)=(*+D(@*+(a— )z +1)+(b—a—1)2?

elde ederiz. Ik esitlikten (a,b) = (1,2) durumunda Q(z) > 0 olur.
Ikinci esitlikten (a,b) = (3,5) durumunda Q(z) > 0 olur. (a,b) = (5,7)
ve (a,b) = (7,11) durumlarinda Q(0) = 1 ve Q(—1) < 0 oldugundan
ara deger teoremine gore (—1,1) araliginda en az yeni bir gergel kok
bulunacaktir.
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Baglangigta tahtaya bir (m,n) pozitif tam say1 ikilisi yazilmigtir.
Ayse ve Burak sirayla hamle yapiyorlar ve sirasi gelen oyuncu
sayillardan birini secip silerek, yerine bu saymin yarisindan kiiciik
olmayan daha kiigiik bir tam say1 yaziyor. Hamle yapamayan oyunu
kaybediyor. Oyuna her sefer Ayse baglamak {izere, oyun (m,n) =
(7,79),(17,71),(10,101), (21, 251), (50,405) icin birer kez oynanirsa,
Ayse bunlardan kacimi kazanmay1 garantileyebilir?

Cevap: 4. (n,n) durumunda hamle yapan oyunu kaybeder: rakip
(k,n) hamlesine karsihk olarak durumu (k,k) yapacaktir. (n,2n +
1) durumunda hamle yapan oyunu kaybeder: rakip durumu ya
(n,n) yada (k,2k + 1) yapacaktir. (n,4n + 3) durumunda hamle
yapan oyunu kaybeder: rakip durumu ya (n,2n + 1) yada (k,4k +
3) yapacaktir. Benzer sekilde devam edersek (n,2!"'n + 2') duru-
munda hamle yapanin oyunu kaybedecegi goriiliir. Kalan durumlarda
hamle yapan oyunu (n,2"'n + 2!) durumuna getirerek kazaniyor.
(m,n) = (7,79),(17,71),(10,101), (21,251), (50,405) durumlarindan
sadece (17,71) = (17,2% - 17 + 2% — 1) gibi gosteriliyor. Bu nedenle
cevap 4 olur.

|AB| = 5, |BC| = 6 ve |AC| = 7 olan bir ABC ii¢geninin g¢evrel
¢emberinin merkezi O nun BC, AC ve AB dogrularina gore simetrigi
sirasiyla, Ay, B; ve Cp noktalar1 olsun. A;B;C; ft¢geninin cevrel
¢emberinin merkezinin A noktasia uzakligi nedir?

Cevap: 19/(2v/6). BC,CA, AB kenarlarinin orta noktalari sirasiyla
D,E F olsun. AB || DE || AiB; ve |A1By| = 2|DE| = |AB]
oldugundan AABC = AAB,C, olur. Ote yandan a1 yazarak
/ABC, = LZAC B, = 90° — ZBAC oldugunu gorebiliriz. Ay B,C}
tiggeninin ¢evrel gember merkezi O; olmak iizere |O1A| = 2|0OD)|
olur. ABC' tiicgeninde ¢evrel gember yaricapt R ve alan S olsun.
S=+v9-4-3-2=6V6ve R=(5-6-7)/(4S) = 35/(4y/6) olur. Son
olarak |0, A| = 2|0D| = 2,/R? — |[BC|?/4 = 19/(2V/6) olur.

30. 2013 den kiigiik kag n pozitif tam sayis1 icin, n yi bolen en kiigiik asal

say1 p olmak iizere, p* 4+ p + 1 sayis1 n yi boler?

Cevap: 173. p = 2 ise, n sayis1 14 ile boliinmeli. 2013 = 14 - 143 + 11
oldugundan 143 say1 bulunur. p = 3 ise, n sayis1 39 ile boltinmeli ve 2 ile
bolinmemeli. 2013 = 39 - 51 4+ 24 oldugundan bu durumda 26 say: elde
edilir. p = 5 ise, n sayis1 155 ile boliinmeli ancak 2 veya 3 boleni olamaz.
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2013 = 155 - 12 + 153 oldugundan bu durumda 4 say1 bulunur. p = 7
ise, 57 sayis1 3 ile boliindiigiinden ¢oziim gelmez. p = 11 ise, 133 sayis1
7 ile boliindiigiinden ¢oziim gelmez. p > 13 icin ise, p(p? +p+1) > 2013
oldugundan ¢oziim bulunmaz. Toplam 143 4 26 + 4 = 173 say1 sart1
saglar.

31. Gergel sayilardan olusan (a,)>2, dizisi her n > 3 i¢in,

an=Mm—-1Da+n—2)as+ - +2a, 2+ a, 1

e§1t11§1n1 saglamaktadlr. a92011 = 2011 ve a92012 = 2012 ise, 2013 nedir?

Cevap: 4025. n > 3 olmak iizere verilen formiil n ve n + 1 icin yazilip
taraf tarafa gikarilirsa, a,+1 —a, = a,+...+a; bulunur. Bu formiil de n
ve n+ 1 icin yazilip taraf tarafa ¢ikarihirsa a,. o+ a, = 3-a,1 bulunur.
O halde, 2013 + @2011 = 3 - A9012 = 42013 = 3-2012 — 2011 = 4025.

32. Yalnmizca 1, 2, 3 rakamlar1 kullanilarak, ilk ve son basamaklarinda ayni

33.

rakam yer alan ve herhangi ardigik iki basamaginda ayni1 rakam yer
almayan kag farkli 10 basamakli pozitif tam say1 yazilabilir?

Cevap: 510. Yalnizca 1, 2, 3 rakamlar1 kullanilarak, ilk ve son basamak-
larinda ayni rakam yer alan ve herhangi ardisik iki basamaginda ayni
rakam yer almayan n basamakli pozitif tam say1 sayist f(n) olsun. O
zaman f(1) =3, f(2) =0, f(3) =6 olup

f(n)=3-2""2%— f(n—1)

olacaktir (ilk basamak igin 3 segenek bulunuyor ve bundan sonra her
yeni basamak icin 2 secenek var, fakat ilk basamakla n—1. basamak ayn1
olamaz). O zaman f(4) = 6, f(5) = 18, f(6) = 30, f(7) = 66, f(8) =
126, f(9) = 258 ve f(10) = 510 olur.

Bir ABC iiggeninde [BC| kenan iistiinde |BD| = 4 ve |DC| = 3
olacak bi¢imde yer alan D noktasi i¢in, [AD] i¢ agiortaydir. [AB] kenar1
iistlinde yer alan ve m(@) = m(ﬁE\C) kogulunu saglayan A dan
farkli bir £ noktas: i¢in, [AE] dogru pargasmin orta dikmesi ile BC
dogrusu M noktasinda kesisiyorsa, |C'M| nedir?

Cevap: 9. D noktas1t AEC tiggeninin EC kenarina teget olan dig teget
cemberinin merkezidir. |BE| = 4k ve |AB| = 4¢ dersek |EC| = 3k ve
|AC| = 3¢ olur. [AE] nin orta noktas1 F' olsun. |AF| = |FE| = 20— 2k
olur. D den AB dogrusuna inilen dikmenin ayagi 7" olsun. D dig teget
cember merkezi oldugundan |AT| uzunlugu AEC {iggeninin yar1 gevre
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uzunluguna esittir. Yani |AT| = (7¢ — k)/2 ve |TL| = (Tk — ()/2
olur. Buradan da |BT| = (k+ ()/2 = |BF|/4 elde ederiz. DT || MF
oldugundan 1/4 = |BT|/|BF| = |BD|/|BM| ve |BM| =16, |[CM| =9
olur.

al + b3 = 18 + ¢ esitligini saglayan kag (a,b,c) pozitif tam say:
ticliisi vardir?

Cevap: 1. a > T ise, esitligi (mod 7) de inceleyelim. Bir tam kiip
(mod 7) de —1,0,1 degerlerini alabildiginden b = 4 + ¢ (mod 7)
denkligini saglayan tam sayilar bulunmaz. O halde a < 6. a = 1
veya a = 2 ig¢in ¢oziim olmadigini gormek kolay. 3 < a < 5 igin
a! = 3,6 (mod 9). Ote yandan bir tam kiip (mod 9) da —1,0,1
degerlerini alabilir ve bu sebepten esitlik (mod 9) da incelendiginde
coziim olmadigr goriiliir. O zaman a yalmizca 6 olabilir. = ¢* — b® =
(c—Db)(*+cb+b*) =702=2-3%-13. O halde ¢ — b = 2, 3,6 olabilir
clinkii (c—0)?+3cb = c®+cb+b*. Aym esitlik kullanilarak tek ¢oziimiin
¢ =9 ve b = 3 oldugu goriiliir. Sadece (6,3,9) tcliisii esitligi saglar.

21 kere

———
f(x) = 2+ 1+ |z olmak tizere, f(f(---(f(n))) = 2013 olmasim
saglayan en kiiciik n pozitif tam sayisi nedir? (Burada |a] ile, a gergel
sayisindan biiyiik olmayan en biiylik tam say1 gosterilmektedir.)

Cevap: 1178. f kesin artan bir fonksiyondur, o halde birebirdir.

0 <m < nise fA(fnn+1)+m)) = f1n?—1+m) =

(n — 1)n + m — 1 oldugu kolaylhkla goriliir. 2013 = 44 - 45 + 33
20 kere

oldugundan f~'(f~*(--- (f71(2013))) = 3435+ 23 olmahdir. O halde,

21 kere

——
F(F(- (f(n)) = 2013 ise f(n) = 34-35+23 = n = 342~ 1423 = 1178

olmalidir.

36. En az 10, en ¢ok 50 tiyesi olan bir satrang kuliibii, K’ > E olmak tizere,

K kiz ve E erkekten oluguyor. Herhangi iki tiyenin kendi aralarinda tam
olarak bir mag¢ yaptigi bir satran¢ turnuvasinda her galibiyete 1, her
beraberlige 1/2 ve her yenilgiye 0 puan veriliyor. Turnuva bittiginde,
her iiyenin topladigi puanlarin tam olarak yarisini erkek tiyelerle yaptigi
magclardan aldigi gozleniyorsa, F sayisi kag farkli deger alabilir?
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Cevap: 4. Kizlar erkeklere karg1 oynadiklari maglarda toplam a, erkekler
ise kizlara karsi oynadiklar: maglarda toplam b puan alsinlar. O zaman
(12() =a ve (5) =bve a+b= KF olur. Buradan K + E = (K — E)?
gelir. Sonug olarak K + F ifadesinin alabilecegi degerler 16,25,36,49, £
sayisinin alabilecegi degerler ise 6, 10, 15, 21 olur. Simdi bu durumlar
icin birer ornek kuralim. Tim orneklerde herhangi iki erkek arasinda
ve herhangi iki kiz arasindaki maclar beraberlikle sonuclaniyor ve
beraberlikle sonuclanmayan tiim maglar kizlar kazaniyor. K = 10
ve I/ = 6 oOrnegi i¢in kizlar1 5 tane ikiger elemanh ve erkekleri 3
tane ikiger elemanh gruplara ayiralim. Bir gruptaki kizlar Tq, T ve bir
bagka gruptaki erkekler Sy, S7 olsun. ¢ = 0,1 igin 7}, S;’yi yenip, S;i1
ile (mod 2) berebere kalsin. Diger grup ikilileri arasindaki maglar da
benzer gekilde biterse kosullar saglanmig olur. K = 15 ve £ = 10
ornegi i¢in kizlar1 3 tane beger elemanl ve erkekleri 2 tane beger
elemanl gruplara ayiralim. Bir gruptaki kizlar Ty, 77,715, T5, T, ve bir
bagka gruptaki erkekler Sy, Sy, Ss, 53,54 olsun. ¢ = 0,1,2,3,4 igin
T;, S; ve S;111 yenip, Sii2,Sit3,Si14 ile (mod 5) berebere kalsin.
Diger grup ikilileri arasindaki maglar da benzer gekilde biterse kogullar
saglanmig olur. K = 21 ve £ = 15 ornegi i¢in kizlar1 7 tane iiger
elemanli ve erkekleri 5 tane tcer elemanli gruplara ayiralim. Bir
gruptaki kizlar Ty, T, T ve bir bagka gruptaki erkekler Sy, S1, S5 olsun.
i = 0,1,2 i¢in T}, S;’i yenip, Siy1,Si+2 ile (mod 3) berebere kalsin.
Diger grup ikilileri arasindaki maglar da benzer sekilde biterse kogullar
saglanmig olur. K = 28 ve FF = 21 ornegi icin kizlar1 4 tane yediser
elemanli ve erkekleri 3 tane yediger elemanl gruplara ayiralm. Bir
gruptaki kizlar Tqy, Ty, T, T3, Ty, T, Ty ve bir bagka gruptaki erkekler
So, Sl, SQ, 53, 54, 55, SG olsun. i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 1()3111 E, Sz ve Sz’+17i
yenip, Sii2,Si13,Si14, Sits5, Sir6 ile  (mod 7) berebere kalsin. Diger
grup ikilileri arasindaki maclar da benzer sekilde biterse kosullar
saglanmig olur.



