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Coztimler

1. Diklik merkezi H ve gevrel merkezi O olan dar agili bir ABC' iiggeninin BC', AC', AB kenarlarinin
orta noktalar sirasiyla Ay, By ve Cy olsun. [HA;, [HB; ve [HC; gmlarnn ABC tiggeninin gevrel
¢emberini, sirasiyla Ay, By ve Cy noktalarinda kessin. AyByC)y tiggeninin diklik merkezi H ise, O, H
ve Hjy noktalarinin dogrudag oldugunu gosteriniz.

Coziim: H noktasi diklik merkezi olduguna gore, « BHC = 180° -— £« BAC = «BAyC. Aym
zamanda A; noktast BC' kenarmin orta noktasi oldugundan BHC Ay bir paralelkenardir. Buna gore,
2 ACAy =90° ve AA, dogru parcast ABC' iiggeninin ¢evrel ¢cemberinin ¢api olur. Sonug olarak ABC'
iggeninin O noktasina gore yansimast AgByCy liggeni olur. O zaman O noktasina gore yansima H
noktasini H, noktasina gotiiriiyor. Demek ki O noktas1 H Hy dogru parcasinin orta noktasidir.
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2. p asal sayisi ve p + n tam sayisi i¢in, a = tam sayidir.

i. n =7 oldugunda, a sayisini tam kare yapan tiim p asal sayilarini bulunuz.

ii. n =11 oldugunda, a sayisin1 tam kare yapan tiim p asal sayilarin1 bulunuz.
Coziim: Cevap: i. p =3, ii. Jart1 saglayan p asal sayis1 yoktur .

p tek asal sayisi, ¢ tek tam sayisi ve x tam sayisi igin pr? = ¢P~1 -1 saglansin. (¢®=1/2-1 ¢@-D/24+1) =2
oldugundan iki durum miimkiindiir.



Durum 1: ¢?=D/2 -1 =2py? ve D2 +1=222 (y,2€7) .
Durum 2: ¢(p=D/2 -1 =2y2 ve q®»"V2 +1=2pz2 (y,2¢€7).

i. ¢ =7 olsun. (mod 7) de 2 nin bir kare kalan olmasi ancak —1 in kare kalan olmamasi sebebiyle
Durum 2 miimkiin degildir. O zaman Durum 1 gergeklegmeli ve o zaman 6|7®~1/2 -1 = 2py? = 3|py?
bulunur. p =3 iken (72-1)/3 = 42 oluyor. p # 3 ise, 3|y? == 9|7@V2 -1 = 3|(p-1)/2. k=(p-1)/6
olsun. O halde 222 = 73 +1 = (7% + 1)(7%¢ - 7% + 1) egitliginden 72¢ — 7% + 1 ifadesinin bir tam kare
oldugu goriiliir. Fakat (7% —1)2 < 7% - 7% + 1 < (7%)2 oldugundan bu durum miumkiin degildir. Sonug
olarak (7P~1 —1)/p ifadesinin bir tam kare olmasimi sadece p = 3 saglar.

ii. ¢ = 11 olsun. Bu sefer, (mod 11) de 2 nin kare kalan olmamasi nedeniyle Durum 1 miimkiin
degildir. O halde Durum 2 saglanmali. 11¢-D/2 +1 = 2pz2 = 11?-D/2 = —1 (mod p) = 212 =
11-1/2 -1 = -2 (mod p) = y? = -1 (mod p) = p =1 (mod 4). O zaman 11¥-D/2 -1 = 232 egitligi
11D/ 41 = 2 veya 11D/ +1 = 2u2 olmasimi saglar. u—1 ve u+ 1 sayilarimm ikisi birden 11 in tam
kuvveti olamayacagi icin 11(»~D/4 + 1 = 2 olmasi miimkiin degildir. (mod 11) de 2 nin kare kalan
olmamast nedeniyle de 11?-D/* + 1 = 242 saglanmas1 miimkiin degildir. Sonug olarak, (117! -1)/p
ifadesinin bir tam kare olmasini saglayan p asal sayis1 bulunmaz.

3. a,b,ce R* ve a+ b+ c=1 olmak tizere,
a?b? . b2c? . ca? S 3
(a2 -ab+b?) a*>(b?>-bc+c?) bV (c?-ca+a?)  ab+bc+ca

oldugunu kanitlayimniz.

Coziim: Ug degiskenli f(x,y, z) fonksiyonu icin Yeye f(1,9,2) = f(2,y,2)+ f(2,2,y)+ f(y, 2,7) olsun.
Schur esitsizligi

Yoa"(x-y)(z-2)>0
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seklindedir. r = 2 durumunda Schur esitsizligini

Yat> Y P (y+z)vayz) w

cyce cyc cyc
(X2 2 3 (0 (P +2%) + 2% (1 + 2° - y2))
cyc cyc
(Zx2)2 > Z(:)s(y2+z2—yz))-2z
cyc cyc cyc

sekilinde yazalim. Son esitsizlikte x = 1/a, y = 1/b, z = 1/c yazarsak
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gelir. Cauchy-Schwarz esitsizligine gore,

b2c2 (b2 - be + c2) 1\’
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oldugundan ¢ozliimii tamamlamak icin
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esitsizligini gostermek yeterli olacaktir. Bu son esitsizlik de

Y (ab—ac)* >0
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esitsizligine denktir. Ispat tamamlanmigtir.

4. N negatif olmayan tam sayilarin ve Z de tiim tam sayilarin kiimesi olmak tizere, f: ZxZ - Z
fonksiyonu,

(i) £(0,0) =1, f(0,1) =1

(ii) her k ¢ {0,1} icin, f(0,k) =0 ve

(iii) her n > 1 ve k i¢in f(n,k) = f(n-1,k)+ f(n-1,k-2n)
(20209)

kosullari saghyorsa, » f(2008,%) toplammimn degerini bulunuz.
k=0

Coziim: n iizerinden tiimevarim kullanarak her n > 0 i¢in

1. k<0ven?+n+1<k durumlarida f(n,k) =0 oldugunu gésterelim: n = 0 ise bu direkt olarak (i)
koguludur. Iddia n i¢in dogru ise f(n+1,k) = f(n,k) + f(n,k —2n) =0 olur.

2. tiim k degerleri i¢gin f(n,n?>+n+1-k) = f(n,k) oldugunu gosterelim:

fn+1,(n+1)2+(n+1)+1-k)=f(n,(n+1)*+(n+1)+1-k)
+fn,(n+1)?+(n+1)+1-k-2(n+1)) = f(n,n*+n+1-(k-2(n+1)))
+fnn?+n+1-k)=f(n,k-2(n+1))+ f(n, k) = f(n+1,k).

Sonug olarak

%) 1 20082+2008+1

2
> f(2008,k) = 5 > f(2008,k) = %22009 = 22008
k=0

k=0

olur.

5. Dizlemde bir [ dogrusu ve w cemberi verilmig olsun. w ftzerindeki P,Q, R,S noktalar
PQn RS ={A} ve PSnQR = {B} kesigimlerinin ikisi de [ dogrusu iizerinde olacak sekilde secilsin.
AB gaph ¢emberin, P, @, R, S’nin se¢iminden bagimsiz, sabit 2 noktadan gegtigini gosteriniz.

Coziim: w c¢emberinin merkezi O ve yarigapt r olsun. ABQ iig¢geninde Miquel teoremini
uygularsak APS ve BRS {iggenlerinin ¢evrel gemberlerinin kesigim noktasi olan K noktasinin
AB kenari tlzerinde yer agdigim goriiriiz. A ve B noktalarimin bu ¢emberlere gore kuvvetlerinden



AO?-1r2=AS-AR=AK -AB=AK?+ AK -KB ve BO?>-r?=BS-BP=BK-BA=BK?+BK-KA
elde ederiz. Dolayisiyla AO? - AK? = BO? - BK? olur ve buradan da OK dogrusunun AB kenarimna
dik oldugu goriiliir. O zaman AK - KB = OK? —r? bulunur. Sonug olarak sartlar saglayan her hangi
{A, B} cifti i¢gin AB ¢aph ¢ember, OK dogrusu gzerinde yer alip ¢ dogrusuna v OK? —r? uzaklikta
olan iki noktadan gegmektedir. O, K ve r, A ve B den bagimsiz olduklari i¢gin bu iki nokta sabittir.

6. 2008 tane bilgisayardan olusan bir bilgisayar aginda, herhangi iki dongii kesigmiyor. ¢ = 0 aninda,
bir bilgisayar korsani bu agdaki bir bilgisayar1 ele geciriyor ve t = 1 aninda da, ag yoneticisi, ele
gecirilmemis bir bilgisayara koruyucu bir program yiikliiyor. Her k pozitif tam sayist icin, ¢ = 2k
aninda, korsan, varsa, o ana kadar ele gecirdigi bilgisayarlardan birine dogrudan bagh olan ve
koruyucu program yiiklenmemis olan bir bilgisayar1 daha ele gegirebiliyor; ¢t = 2k + 1 aninda da,
ag yoneticisi, varsa, o ana kadar koruyucu program yiiklenmig bilgisayarlardan birine dogrudan
baglh olan ve korsanin ele gegirmemis oldugu bir bilgisayara daha koruyucu programi yiikleyebiliyor.
Bilgisayar agi ne sekilde diizenlenmis olursa olsun, korsanin en ¢ok ka¢ tane bilgisayar1 ele gecirmeyi
garantileyebilecegini belirleyiniz.

[m >3 olmak iizere, By ve B,, bilgisayarlar1 ve, her 2 <i <m igin, B;_; ve B; bilgisayarlar1 dogrudan
bagliysa, m elemanh {Bj, By, ..., B,,} kiimesine bir dongi diyoruz.]

Coziim: Cevap: 671.

Ik 6nce korsanmn en fazla 671 bilgisayar1 ele gecirmeyi garantileyebilecegi bir oérnek verelim.
{By, By, B3, By, Bs, Bg} bilgisayarlar1 bir déngii iizerinde bulunsunlar: B; ve By, By ve Bs,...Bs ve
Bg ve son olarak Bg ve B bilgisayarlar1 arasinda dogrudan bag olsun. ¢=1,2,...,n — 1 olmak iizere,
T; ve T;,; bilgisayarlar1 arasinda birer dogrudan bag varsa, {11,T,...,T,} bilgisayar grubuna ilk
elemani 77 olan n elemanli bir bilgisayar zinciri diyelim. 668 elemanli birinci bilgisayar zincirinin
ilk eleman1 dogrudan B; bilgisayarina, 667 elemanl ikinci bilgisayar zincirinin ilk elemani1 dogrudan
B3 bilgisayarina, 667 elemanl ticlincii bilgisayar zincirinin ilk elemani da dogrudan Bj bilgisayarina



baglh olsun. Bu durumda korsanin ilk olarak ele gegirdigi bilgisayar herhnagi bir zincirin elemaniysa,
yonetici ayni zincirin dongiiye direkt bagl bilgisayarina koruyucu yiikleyerek korsanin en fazla 668
bilgisayar1 ele gecirmesini saglar. Simetriden dolay1 sadece korsanin ele gegirdigi bilgisayarin By
ve By oldugu durumlar inceleyecegiz. Baglangicta korsan B; bilgisayarin ele gecirirse yonetici
koruyucu programi By e yiikler. Bu durumda korsan sadece Bg, By, B ve By e bagh birinci bilgisayar
zincirindeki bilgisayarlari, dolayisiyla 671 bilgisayar1 ele gecirmeyi garantileyebilir. Benzer sekilde
baslangicta korsan B, bilgisayarini ele gecirirse yonetici koruyucu programi B; bilgisayarina ytkler
ve korsan sadece By, Bs, By ve By ye bagh ikinci bilgisayar zincirindeki bilgisayarlari, dolayisiyla 670
bilgisayar1 ele gecirmeyi garantileyebilir.

Simdi bilgisayar ag1 ne gekilde diizenlenmig olursa olsun, korsanin en az 671 bilgisayar1 ele gecirmeyi
garantileyebilecegini gosterecegiz.

Durum 1: Bilgisayar aginda herhangi bir dongii tizerinde bulunmayan oyle bir B bilgisayar1 bulunuyor
ki, B bilgisayar1 agdan alindigr takdirde birbirleriyle baglantili (dogrudan veya bagka bilgisayarlar
araciligiyla) bilgisayardan olusan her bilgisayar grubunda en fazla 1337 bilgisayar olsun. Bu durumda
korsan ilk olarak B bilgisayarini ele gegirirse en az 2008 —1337 = 671 bilgisayari ele gecirmeyi garantiler.

Durum 2: Bilgisayar aginda dyle bir Z = { By, By, ..., B,,} ag bulunuyor ki, bu dongii agdan alindig
takdirde birbirileriyle baglantih (dogrudan veya bagka bilgisayarlar araciligiyla) bilgisayardan olugan
her bilgisayar grubunda en fazla 1337 bilgisayar olsun. Her 1 <7 < m indisi icin, korsan ilk olarak B;
bilgisayari ele gecirdigi ve korsan ve yOneticinin en iyi stratejilerini uyguladiklar1 durumda korsanin
Z dongiisiinde ve tiim agda ele gegrecegi bilgisayarlar kiimeleri sirasiyla H; ve G; olsun. |H;| = [m/2]
oldugu aciktir. 4 ve j indislerini |H; U Hj| sayisi en biiyiik olacak sekilde segelim. Z = H; u H; ise,
|Gi| + |G| > 2008 ve dolayisiyla G; ve G; kiimelerinin en az biri en az 1004 eleman igermis olur. Diger
durumda By, € Z\(H; u H;) alirsak H; u H; u Hy, = Z olur. O zaman |G| + |G| + |Gy| > 2008 + 3, ve
dolayisiyla Gy, G;, Gy, kiimerinin en az biri en az [2011/3] = 671 eleman icermis olur.

Sonug olarak korsan her iki durumda da en az 671 bilgisayar1 ele gegirmeyi garantilemis olur.

Son olarak bilgisayar agi ne sekilde diizenlenmis olursa olsun, Durum 1 ve Durum 2 den en az birinin
her zaman gecerli oldugunu gosterelim. Aksi takdirde her islemde secilecek B bilgisayarimi 1337 den
fazla bilgisayar iceren baglantili gruba dogru bir bilgisayar kaydiralim. Birkag islem sonucunda hareket
yoniinii degistirmek zorunda kalacagiz. Bu noktada her iki yone dogru en az 1337 bilgisayar bulunmak
zorundadir ve bu da bir celigkidir.



