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Coztimler

1. Bir ABCD konveks dortgeninin [C'D] kenar tizerinde 0 < |[DE| = |FC| < |CD]| olacak sekilde F
ve F' noktalar1 aliniyor. ADFE ve ACF figgenlerinin ¢evrel ¢emberleri ikinci kez K noktasinda; BDE
ve BC'F figgenlerinin gevrel ¢emberleri ikinci kez L noktasinda kesigiyor. A, B, K, L noktalarinin
¢emberdeg oldugunu ispat ediniz.

Cozum:

D E M F C

{M} = DCn AK ve {N} = DC n BL olsun. M noktasmmin ADE ¢emberine gore kuvvetini ve M
noktasinin AF'C ¢emberine gore kuvvetini diigiiniirsek,

IME|-|MD|=|MK|-|MA|=|MF|-|MC|

elde ederiz. |DE| = |FC| oldugu i¢in, buradan M nin [DC] nin orta noktasi oldugu ¢ikar. Benzer

bicimde,
INE|-IND|=|NL|-|INB|=|NF|-|NC|

oldugu ve N nin de [C'D] nin orta noktasi oldugu sonucu elde edilir. Dolayisiyla, M = N olmahdir.
Simdi yukaridaki egitliklerden,

IMK|-|MA|=|ME|-|MD|=|NE|-|ND|=|NL|-|NB|=|ML|-|MB|
ve, dolayisiyla, K, A, L ve B noktalarimin ¢emberdeg oldugu sonucuna ulagilir.
2. 2006 ogrenci ve 14 6gretmenin bulundugu bir okulda, her 6grencinin en az bir 6gretmen ile tanigik

olmas1 koguluyla, ogretmenler ve ogrenciler arasindaki tanigiklik bagintisi ne olursa olsun; 6gretmenin
tanidigr Ogrenci sayisinin, Ogrencinin tanidigi 6gretmen sayisina oraninin en az t oldugu, birbirini



taniyan bir ogrenci-ogretmen ikilisinin bulunmasini saglayan en biiyiik ¢ gercel sayisini belirleyiniz.
Coziim: ¢ =2006/14.

Tim ogrencilerin tiim 6gretmenlerle tanigik oldugu durumda, séz konusu oranlarm hepsi 2006/14
olacagi i¢in, t < 2006/14 olmahidir. Simdi, ¢ > 2006/14 oldugunu kamtlayacagiz.

1 <1< 14 igin, a; ile, ¢. 6gretmenin tanmdig1 o6grenci sayisini; 1 < 7 <2006 icin de, b; ile, j. 6grencinin
tamdigr 0gretmen sayisini gosterelim. 7', birbirini taniyan tiim (i, 7) égretmen—égrenci ikililerinin
kiimesi olsun. Bu gosterimle, |{j : (i,5) € T} = a; > 0 ve |{i : (i,j) € T} = b; > 1 oldugunu
gozlemleyelim.

(40, Jo) € T ikilisi, her (7,7) € T igin, a;,/bj, > a;/b; kosulunu saglasm. O zaman, tiim (7,7) € T i¢in,
a;, [b;, - 1/a; > 1/b; esitsizliklerini toplarsak,

i, i > Z l
bjo G@n)er Y (if)eT b

esitsizligini elde ederiz.

Simdi,

Z __Z Z 1 Zl{j (ZJ)ET}l Z i _ Z 1<14

(i)er Y=l GiGg)ery Y sl @ (it} B {ia;40)

ve benzer gekilde,

1 2006 1 2006 |{'l (Z ]) € T}| 2006 b 2006
> L% s L% DL ISR
(3,5)eT J=1 {i:(3,5)€eT'} j=1 Yy j=1

oldugunu kullanirsak, a;,/b;, > 2006/14 ¢ikar. Bu da, t > 2006/14 olmas1 gerektigi anlamina gelir.

Puz)=(?+z+1)" - (2®+a2)" - (2> + )" = (z+ 1) "+ 2™ + 2" + 1

polinomumun tiim katsayilarimin 7 ile boliinmesini saglayan biitiin n pozitif tam sayilarim bulunuz.

Coziim: Oncelikle, Q(x) tam say1 katsayil bir polinom ve m pozitif bir tam sayiysa,
Q(x)™ =Q(2™) (mod 7)

oldugunu kullanarak; 0 < k < [ tam sayilar olmak tizere, n = 7% ve n = 7% + 7' geklindeki sayilarin
istenilen kogulu sagladigini goriirtiz.

Simdi, n bunlardan farkli bir pozitif tam say ise, istenilen kogulun saglanmadigini gosterecegiz. n nin
7 ile boltinmedigini varsayabiliriz.

n > 2 oldugu i¢in, P,(z) polinomunda z? {in katsayis1 n(n — 1) olur. 7|n(n - 1) ise, 7|n — 1 olmahdir.
a>1ve b>2 tam sayllar ve 7 b olmak tizere, n = 1 + 7¢b olsun. Ttm denklikler 7 modunda olmak



uzere,

(2 +z+D)"=z (@ +2+D)(22+2+ 1) =@+ 2+ 1)(2®™ +27 +1)°

7%+1 T+2

a
=l+x+a?+bzs™ +bx" " +bx

+ (derecesi 2- 7% veya daha biiyiik olan terimler)
(x+1)"=1+x+br" +bz™ *
+ (derecesi 2- 7 veya daha biiyiik olan terimler)
(22 +1)" =1+ 2% + (derecesi 2- 7* veya daha biiyiik olan terimler)

(z® + )" = (derecesi 2- 7% veya daha biiyiik olan terimler toplami)
elde ederiz. (En son denklikte, b > 2 oldugunu kullandik.) Buradan,
P.(x) = bx™*? + (derecesi 2- 7% veya daha biiyiik olan terimler)

¢ikar. Bu da, b, 7 ile boliinmedigi icin, P,(x) te 7°*2 nin katsayisin 7 ile boliinmedigini kanitlar.

4. n>2 ve ay,as,...,a, pozitif gercel sayilar olmak tizere

2

— _ 52 2
t=ay;+ax+--+ta,=ay+a;+-+a;,

ise,
, ~1)2
Z @ (n-1)%

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Cauchy-Schwarz esitsizliginden dolayn,

Z%'Zaiaj 2 (Zai) = ((n—l)iai) =(n-1)*

it Uit i

o8]

i#j i=1

oldugu i¢in, istenilen egitsizlik elde edilir.

olur. Diger taraftan,

a?):tz—t
=1

(2

5. Dar agili bir ABC' {iggeninin yiikseklikleri [AA;], [BB;] ve [CCy] olsun. ABCy, BC1A; ve CA; By
iiggenlerinin i¢ merkezleri, sirasiyla, O 4, Op ve O¢ olsun. ABC ii¢geninin i¢teget cemberi BC', C'A ve
AB kenarlarina, sirasiyla, Ty, T ve T noktalarinda teget ise, T4OcTpOsT-Op altigeninin egkenar
oldugunu gosteriniz.

Cozum:.



T's

O4

A Y Tp By C

ABC' {i¢geninin i¢ cemberinin yaricapt 7, merkezi de I olsun. ABC' ticgeni, AB,C) {icgenine cos A
benzerlik oram ile benzerdir. X ve Y, AB;C) ii¢geninin i¢ ¢emberinin, sirasiyla, AC; ve AB;
dogrularma teget oldugu noktalar olsun. Benzerlikten otiirii |AX|/|AT5| = cos A oldugu icin, [T5X]
nin [AB] na dik oldugu ve, dolayisiyla, O4 noktasindan gegtigi sonucuna ulagiriz. Demek ki, TO 4
dogrusu AB dogrusuna diktir. Benzer sekilde, TcO4 dogrusu AC dogrusuna diktir.

Ote yandan, IT ve ITy dogrulart da, sirasiyla, AB ve AC dogrularma dik oldugu icin, ITO4Tc
dortgeni bir parelelkenardir ve, |[T¢| = [ITg| = r oldugu i¢in de, bu parelelkenar bir eskenar dértgendir.
Buradan, |T504| = |O4T¢| = r oldugu elde edilir ve ispat biter.

6. Kenarlar, alam1 ve i¢ acgilarimin derece cinsinden O6lgiileri rasyonel sayilar olan bir iiggenin
bulunmadigini ispat ediniz.

Coziim: Siniis ve kosiniis kurallarindan 6tiirti, boyle bir iiggenin i¢ agilarinin siniis ve kosiniislerinin
de rasyonel sayilar olmasi gerektigi goriliir.

Simdi, ¢ agisinin derece cinsinden o6l¢iisii, 90 nin tam kati olmayan bir rasyonel sayiysa, hem sin,
hem de cosf nin rasyonel sayilar olamayacagn ispatlayacagiz ve boylece istenilen kosullar1 saglayan
bir iiggen olmadig1 kanitlanmig olacak.

u, v ve w > 1 ikiger ikiger aralarimda asal olan tam sayilar ve sinf = wu/w, cosf = v/w olsun.
u? + 0?2 =w? =0 (mod 4) denkligi olanaksiz oldugu i¢in, w ¢ift olamaz.

p ve ¢ > 0, aralarinda asal tam sayilar olmak tizere 6 = p/q ve d de, 90 ve p nin en biiyiik ortak béleni
olsun. d=m-90+n-p=m-90+ ng -0 olacak bicimde m ve n tam sayilar1 vardir. Toplamin siniisii
ve kosintisii formiillerini kullanarak, sin(d°) ve cos(d°) nin rasyonel sayilar oldugu sonucuna variriz.

Ancak, cos(30°) = \/3/2, sin(45°) = 1/v/2 ve sin(18°) = (v/5-1)/4 oldugu i¢in, d = 90 olmalidir. Demek
ki, bir k& tam sayist i¢in, 6 = 90k/q ve ¢ tektir.

Tim n >0 tam sayilar i¢in, @, (x) ve R, (z) polinomlarini, Qo(z) =1, Ro(z) =z ve n > 1 igin,

Qn(x) = (1 - 2$2)Qn,1(l’) - 255Rn71(x)
Ro(z) =22(1-2%)Qpn1 + (1 -22*)R,_1(x)

kogullariyla tammlayalim. Timevarimla, Q,(z) ve R,(z) nin bagkatsayilari (-4)" olan tam say1



katsayill polinomlar oldugu goriiliir. Ote yandan, n > 1 icin,

cos(2n +1)0 = (1 - 2sin?#) cos(2n — 1) — 2sin § cos O sin(2n — 1)0
sin(2n +1)0 = 2sinf cos# cos(2n — 1)0 + (1 - 2sin? ) sin(2n - 1)0

ozdegliklerini kullanarak, yine tiimevarimla, her n > 0 i¢in, cos(2n + 1)0 = cos@ Q,(sinf) ve
sin(2n + 1)0 = R, (sin#) esitliklerini elde ederiz. Béylece, n = (¢ —1)/2 i¢in, sin# rasyonel sayisinin,
tam say1 katsayilh R, (x) —sin(90°k) polinomunun bir kokii oldugu sonucuna variriz. Bu durumda,
w, bu polinomun bagkatsayisi olan (-4)" yi bélmelidir. Ancak, w > 1 ve tek oldugu i¢in, bu olanaksizdir.

Alternatif ¢ozium: Yukaridaki ti¢iincii paragraftan sonra ispat su sekilde tamamlanabilir:

n > 2 i¢in, cosnf = 2cos cos(n — 1)0 — cos(n — 2)0 dzdesligini kullanarak, tiimevarimla, her n > 1 igin,
w"cosnf = 27" + k,w kosulunu saglayan k, tam sayilarimin bulundugunu goriiriiz. n pozitif tam
sayisi, cosnf = 1 olacak bigimde segilince elde edilen w™ = 271" + k,w egitligi, (w,2v) =1 ve w > 1
oldugu i¢in, olanaksizdir.



