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(oztimler

1. p? —4p+9 un tam kare olmasim saglayan tiim p asal sayilarini bulunuz.
Coziim: Cevap: p=2,7,11.

2 bir negatif olmayan tam say1 ve p bir asal say1 olmak lizere, 22 = p3 — 4p + 9 denkleminin tiim
¢oziimlerini bulacagiz.

2% = 9 (mod p) oldugundan k bir tam say1 olmak {izere, x = kp + 3 olur. Bunu denkleme yazarsak
(kp£3)2=p3-4p+9 = k?p + 6k = p?> — 4 elde ederiz. Buna gore, p|6k + 4 olur. p # 2 durumunda

-2 -2p-9
p|3k:12:>p§3k+2:>pTgk:zzi<pk—3§x.
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p<13.
Sonug olarak p < 13 degerlerini deneyerek ¢oziim ikililerinin (p,x) = (2,3), (7,18) ve (11,36) oldugu
elde edilir.

2. I, ABC figgeninin gevrel cemberi; D ve E de, sirasiyla [AB] ve [AC] kenarlar iistiinde kogelerden
farkl noktalar olsun. A’, BAC nin aciortaymmm I y1 ikinci kez kestigi nokta; P ve Q da, sirasiyla A’D
ve A'E dogrularimin I' y1 ikinci kez kestigi noktalar olsun. R ve S, sirasiyla APD ve AQFE figgenlerinin
gevrel gemberlerinin AA’ dogrusunu ikinci kez kestikleri noktalar ise; DS ve ER dogrularinin, I" ya A
da teget olan dogru iistiinde bir noktada kesigtigini gosteriniz.

Cozim: «RPD = «<¢RAD = ¢t A'AC = £ A’PC = « DPC oldugundan P, R, C' noktalar1 dogrusaldir.

O halde «PRD = «PAD = «PAB = «£PCB oldugu i¢gin DR//BC olur. Benzer bi¢imde SE//BC
: VD SR -

gelir ve sonug olarak SE//DR ve DA~ RA elde edilir.

ABC tiggeninin cevrel ¢emberine A noktasinda teget olan dogru ¢, DS ve SE dogrularinin ¢ ile

kesigimleri sirasiyla T ve U olsun. AB ve SE dogrularinin kesigimi de V' olsun.

¢UAE = ¢UAC = 2B, 2AEU = ¢AVE+ ¢EAV = 2B+ 2A, ve ¢UAS = ctUAE + «¢FEAS =

2AVS + £SAV = 2£ASU oldugundan US = UA elde edilir. AS dogrusunun VAFE iiggeninde ig
aclortay olmasini ve AEU licgeninde sinis teoremini kullanarak s = vA = sin «C = S—V elde ederi
glortay 1n1 v tiggeni inu remini ku T UE-UE - su-B_ ES riz.




AT US VD

AUV iiggeninde DS kesirl;ne Ug;reslggulanan Menealus teoremi ile TU SV DA 1 bulunur.
Buldugumuz esitliklerden — - 9 RAC 1 elde ederiz. AU S ii¢geninde uygulanan Menealus teoremi

ile R, E, T noktalarinin dogrusal oldugu gorilir.

A/

3. Bir beldenin Elektrik Isleri gorevlisi Ahmet, k giin boyunca her giin, ya sectigi bir direkle yine
kendisinin sectigi istedigi sayida direk arasina birer tel baghyor, ya da en ¢ok 17 direk ikilisi se¢ip
her ikiliye ait direkler arasma birer tel baghyor. Beldenin Boya Isleri gorevlisi Berna da, beldede
ka¢ direk olursa olsun ve Ahmet telleri nasil baglarsa baglasin, beldedeki tiim direklerin en ¢ok
2009 renk kullanarak ve aralarina tel baglanmig herhangi iki direk aymi renkte olmayacak bicimde
boyanabilecegini iddia ediyor. k nin, Berna’nin iddiasinin dogru olmasini saglayan en biiyiik degerini
belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 2000.

Once cizge teorisinden iki kavram tammlayalim. Bir cizgede belirli bir kose ile kalan kogelerin her
biri arasinda bir kenar olup bagka hichir bir kenar bulunmuyorsa, bu cozgeye wyuldiz ¢izge diyelim.
Bir ¢izgenin her kosesi n renkten birine, ortak kenar paylagan koseler farkli renkte olacak sekilde
boyanabiliyorsa, n sayisinin alabilecegi en kiiciik deger bu c¢izgenin kromatik sayisidir. Simdi soruyu
¢izge kavramini kullanarak yeniden formiile edelim:

Her 1 <4 <k icin G, ya bir yildiz ya da kenar sayisi en fazla 17 olan bir ¢izge olmak iizere, G = U%, G;
¢izgesinin kromatik sayisi en fazla 2009 ise k£ tam sayisinin alabilecegi en biiyiik deger kagtir?

G cizgesi, her 1 <7 < m icin G; kenar sayisi en fazla 17 olan bir ¢izge ve her m +1 <4 < k i¢in bir
yildiz ¢izge olsun. U}, G; cizgesinin kenar sayist en fazla 17m dir.

Lemma: Kromatik sayisi n olan bir ¢izgenin kenar sayisi en az (g) olmalidir.

Ispat: a ve b ¢izgenin boyandig herhangi iki renk olmak fizere, cizgede koseleri a ve b renklerine boyali
herhangi bir kenarin bulunmadigimi varsayalim. Bu durumda a rengine boyali tiim koseleri b rengine



boyarsak yine ortak kenar paylasan koseler farkli renkte olur. Bu da kromatik sayimin n oldugu ile
celigir.

U, G; ¢izgesinin kromatik sayist en az m + 10 ise Lemma’ya gore, (m;lO) < 17m olmahdir. Son
esitsizligi (m - %)2 + 15’1—5 < 0 gekilinde yazip geligki elde ediyoruz. Sonug olarak U, G; ¢izgesinin
kromatik sayisi en fazla m +9 dur. U}l G; ¢izgesine yeni bir yildiz ¢izge eklerken kromatik say1 en
fazla bir artar ve sonug olarak G ¢izgesinin krimatik sayisi en fazla (m +9) + (k-m) =k +9 olur.

Simdi £ > 9 durumunda en az k + 9 rengin gerektigini gosteren bir 6rnek verelim. K, ¢izgesi m koseli
tam cizge olmak tizere, 9 kez 17 ser kenar c¢izilerek once K5 ve daha sonra k-9 yildiz cizge cizilerek
bir K9 elde edilebilir. Kj.9 tam cizgesinin diizgiin boyanmasi igin ise k + 9 renk gerekiyor.

Buna gore, k sayisinin en biiyiik degeri 2000 olur.

4. Dar acgih bir ABC figgenin diklik merkezi H ve, A, B, C' koselerine ait yiiksekliklerinin
ayaklar1 da, sirasiyla Ay, By, C; dir. K, [AB] gaph ¢emberin kiigitk AB; yay1 iistiinde yer alan ve
m(HKB) = m(C, K B) kosulunu saglayan bir nokta ve [KB]n [CC,] = {L} olmak iizere; C' merkezli
ve [C'L] yarigaph ¢cember [AA;] i M noktasinda kesiyor. B merkezli ve [BM ] yarigaph ¢emberin C'Cy
dogrusunu kestigi noktalar P ve @) ise, A, K, P ve () noktalarinin ¢cemberdes oldugunu kanitlayiniz.

Coziim: Hem A, Cy, L, K hem de A, Cy, H, B; noktalar1 ¢cembersel oldugu i¢in L, K, By, H
noktalar1 da ¢emberseldir. Bununla birlite, KL dogrusu «CiK H agsinii¢ iki eg kisma boldiigiinden
2<CYAL = 2LB{H elde edilir. Buradan da 2ALC = zLB;C bulunur. Boylece ALC' ve LB.C
tiggenlerinin benzer olduklar1 gortiliir. O zaman C'M = CL ve A, By, Ay, B noktalari gembersel oldugu
icin CM?=CB-CA; ve 2zBMC =90° elde edilir. BP = BM ve C, A, C; noktalar1 gembersel oldugu
icin BP? = BA-BC| ve «BPA =90° bulunur. Sonu¢ olarak P noktas1 AB ¢aph ¢ember iizerindedir.

A

B

5. Tim a, b, ¢, pozitif gercel sayilar igin,

(b+c)(a* - b%c?) . (c+a)(b* - c?a?) . (a+0b)(c* - a?b?)
ab + 2bc + ca be + 2ca + ab ca + 2ab + be

>0



oldugunu gosteriniz.

Cozim: Ik 6nce tiim pozitif a, b, ¢ sayilar: i¢in

(b+c)(a* - b%c?) S a3 + abc — b?c — bc?

ab+2bc+ca 2

(1)

oldugunu gosterelim. Esitsizligin her iki tarafini (b+ c) + E ile garparsak

(b+c)a® - 2bca® - be(b + c)a® + be(b* +c*) 20
elde ederiz. Son olarak (b+ c)? > 4bc oldugundan
2
(b+c)a® - 2bca® = be(b + c)a + be(b* + ¢?) 2 % a® - 2bca® - be(b + ¢)a + be @

=%(2a+b+0)(2a—b—0)220

olur ve (1) esitsizligi kanitlanmig olur.

Once (1) ve daha sonra porzitif a, b, ¢ gergel sayilar1 i¢gin Schur egitsizligi kulanilarak istenen esitsizlik
ispatlanir.

cyc

%(a(a b)(a-c)+b(b-c)(b-a)+c(c-a)(c- b))

(b+c)(a*- bzcz)
ab + 2bc + ca

a® + abe — b?c — be?
Z(

cyc

6. 1<ky<ky<--<k,veayay,...,a, tam sayilar olmak iizere; her N tam sayisi i¢in, k; | N — a;
olacak bicimde en az bir 1 <4 <n bulunuyorsa, n nin alabilecegi en kii¢iik degeri belirleyiniz.

Coziim: Cevap: 5.
her N tam sayist N = 0(mod 2), N = 1(mod 3), N = 3 (mod 4), N = 5(mod 6), N =9 (mod 12)

denkliklerinden en az birini saglar ve dolayisiyla n sayis1 5 olabilir. n < 4 esitsizliginin miimkiin
olmadigini gosterirsek igspat tamamlanir.

1<ky<ky<--<k, veay,as,...,a, sart1 saglayan tam sayilar ve K =lcm(ky, ko, ..., k,) olsun. 1 den
K
K ye kadar olan tam sayilardan en fazla — + — +--- + . tanesi = = a; (mod k;) denkliklerinden en az
1 2 n
1 1
birini saglar. Boylece — + — +---+ — > 1 elde edilir.
1 2 n
Simdi sartlar1 saglayan en kiiciik n tam sayisi igin kosullar1 saglayan 1 < k; < ky < - <k,
ve ap,ds,...,a, tam saylarmi ele alalim. n < 4 oldugunu varsayalim. ki = 3 ise,
+1++ 1+11119<1IO k1 =2 olmal
—+— 4t — <o+t -+ == — olur. O zaman ki = 2 olmali.
ko ko kn 3 4 5 6 20 '

Genelligi bozmadan a; = 1 kabul edebiliriz. Her 2 < ¢ < n icin, k; tekse k! = k; ve a} = 271a; (mod k;),
ki i . y
k; ciftse k] = 3 ve a; = % olsun. k... k], ve ai,...,al, tam sayilar1 bolme sartin saglarlar ancak

k! ler farkll olmayabilir. Bu durumda, n nin en kiiciik secilmesinden otiirdi n = 4 ve {ko, ks, ks} =
{2m+1,4m+ 2k} olmal.



. 1
L L — -2 .
o k 2tek 1ie, 2{k21,k3,11;4} {2m + 1,2m + 1,k} ve 51 & >1 olur Fakat
Y + T < 3 + FRET: <1 oldugundan bu mimkiin degildir.
o k ift ise, {kj, kb, ki) ={2m+1,2m+1 E}Ve 2 +2>1 olur.
B ’ "2 2m+1 k~
2 2 2 2 1
2m+12>5 veya 2m + 1 = 3 ve k > 8 saglaniyorsa, —+—=3<1 —=—<1 oldugu

ve —+-—=
4 10 3 8 12
icin celigki elde ederiz. Kalan tek durum 2m +1 = 3 ve k = 4 olmasidir. Bu durumda ise
{k, kb KLy ={3,3,2} olur. (mod 3) te tam sayilarin hepsi ¢ift veya hepsi tek olamayacag icin
yine celigki elde ederiz.



