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Coztimler

1. Dar agili bir ABC ii¢geninin AC kenarini ¢ap kabul eden ¢ember, AB ve BC' yi, A ve C' diginda,
sirasiyla K ve L noktalarinda kesiyor. ABC' iiggeninin ¢evrel ¢emberi, C'K dogrusunu C' diginda F
noktasinda; AL dogrusunu ise, A diginda D noktasinda kesiyor. ABC {i¢geninin ¢evrel ¢emberinin
[AC] kiriginin kii¢iik yayi tistiinde bir E noktasi alip, BE ile AC nin kesistigi noktaya N diyelim.
Eger

|AF|*+|BD]* +|CE|* = |AE]* + |CD* + | BF)?
ise, m(KNB) =m(BNL) oldugunu gosteriniz.

Coziim: [AC] caph ¢ember A, K, L,C noktalarindan gectigi icin CK 1 AB ve AL 1 BC elde
edilir. Ayrica ABC' dar acgili bir tiggen oldugu igin K € (AB] ve L € [BC) olur. | CK ve AL
dogrularimin kesigimi H olsun. Bir iiggende yiikseklikler noktadas oldugu i¢cin BH 1 AC olur. O
zaman m(HBC) = 90° = m(ACB) ve m(BHA) = 180° — m(ACB) oldugu goriiliir. H noktasimn AB
dogrusuna gore yansimasi F’ olsun. O halde m(BF'A) = 90° - m(ACB) ve boylece F’ noktasmn
ABC' figgenini g¢evrel ¢emberi iizerinde yer aldigi goriiliir. Sonug olarak F’ = F' olmali. Benzer
sekilde H noktasimin BC dogrusuna gore yansimasinm D oldugu bulunur. Boylelikle |AF| = |AH|,
|CD|=|CH|ve |BD|=|BH|=|BF|elde edilir. |AF|?+|BD]?+|CE? = |AE|?*+|CD|?+|BF|? oldugundan
|AH|? + |CE]? = |CH|? + |AE|? elde edilir ve boylece HE L AC olur. BH 1 AC oldugundan B, H, E
noktalarinin dogrusal oldugu goriiliir. O zaman BN 1 AC ve A, K,N,H noktalar1 ¢cemberseldir.
Sonug olarak m(KAH) = m(BNL) ve dolaysiyla m(KNB) = m(BNL) elde edilir.

2. 2007 x 2007 bir satrang tahtasinin bazi birim kareleri kirmiziya boyaniyor. Tahtanin ¢. satir ve
j. stitunundaki birim kareyi (i,7) ile; z < i ve y < j kogullarim1 saglayan kirmizi boyali (x,y) birim
karelerinin kiimesini de S;; ile gosteriyoruz. Baglangicta boyali her (7,7) birim karesine S;; ye ait
boyali karelerin sayisi yaziliyor. Daha sonraki her adimda, boyali her (7,7) birim karesine, S;; deki
karelere bir onceki adim sonunda yazilmig olan sayilarin toplami yaziliyor. Sonlu sayida adim sonunda
boyali birim karelere yazili tiim sayilarin tek say1 haline gelecegini gosteriniz.

Coziim: (i,j) birim karesine yazili olan saymm (mod 2) deki degeri f(i,j) olsun. Birim karelere
sadece f(i,j) sayilarinin yazlacagim farzedebiliriz. Genelligi bozmadan sifirinci adimda boyali her
birim karede f(i,5) = 1, kalan birim karelerde f(i,7) = 0 yazldigim varsayabiliriz. Ispat boyali birim
kare sayisi olan n iizerinden tiimevarimla yapilacaktir. n = 1 olsun. Bu durumda ilk adimda sadece
bir (i,7) birim karesine 1 yaziliyor. n = k igin sonlu sayida adim sonunda boyali birim karelere yazili
tim sayilarin tek say1 haline gelecegini varsayalim. n = k + 1 olsun. Boyali kareler arasinda bir <«
kismi diizeni tammmlayalim. ¢ < s ve j <t ise (4,7) < (s,t) olsun. Bu kismi diizene gore, en biiyiik
elemanlardan biri (p, q) birim karesi olsun. Baglangigta (p,q) birim karesinin boyali olmadigi durumda



timevarim varsayimina gore, N bir tam sayr olmak tlizere, N adim sonunda boyali birim karelere
yazili tiim sayilar tek say1 olacaktir. (p,q) birim karesinin boyali olmasi diger boyali birim karelerdeki
sayilart herhangi bir adimda etkilemiyor. N adim sonunda f(p,q) =1 olursa ispat tamamlanmig olur.
N adim sonunda f(p,q) = 0 olsun. Sifirinc1 adimda f(p,q) = 0 olduguna gore, ilk N adimda boyal
karelerdeki sayilar degismemis olup f(p,q) sayisina 1 eklenmigtir. Demek ki 2N adim sonucunda tiim
boyali karelerdeki sayilar f(i,7) = 1 olacaktr.

3. a+b+c=3 egitligini saglayan tim a, b, c > 0 gercel sayilari icin,

a? + 3b? b? + 3c? 2+ 3a?
+ + >4
ab?>(4—ab)  bc?(4-bc)  ca*(4 - ca)

oldugunu gosteriniz.

Cozim: Esitsizligi

A a? b2 c?
~ ab?(4 - ab) i bc2(4 - be) i ca?(4 - ca)
B 3b? 3c? 3a?

T2 —ab)  b2(d—be) | ca?(4-ca)

olmak tizere, A+3B > 4 sekilinde yazalim. A > 1 ve B > 1 oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmig olur.

Cauchy-Schwartz esitsizligine gore,

(4—ab 4-bc 4—ac) (1 1 1)2
+ + A -+ -+ -

a b c a b ¢

2

1 1 1
Buradan—+g+—=C’olmak iizere,A24C

3 gelir. Aritmetik - Harmonik ortalama esitsizliginden
a c -

2
> 1 olur.

C' > 3 olduguna gore, C? -4C +3 = (C -3)(C -1) > 0 ve sonug olarak A > 45’

Cauchy-Schwartz esitsizligine gore,

(4—ab 4 - be 4—ac) (1 1 1)2
+ + B2 —+—-+-
a b c a b ¢

ve benzer sekilde B > 1 olur.

4. k> 1 bir tam say1, p = 6k + 1 bir asal say1 ve m = 2P — 1 olmak iizere,

om-1_1
127m

sayisinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: Oncelikle hem m nin hem de 127 nin 27! — 1 i tam boldiiginii gosterelim. Fermat
teoreminden dolay1 27 = 2 (mod p). O halde m =27 -1=1 (mod p) ve dolayisiyla pjm - 1. O zaman
2P — 1|2m=1 = 1 ve boylece m|2m-1 — 1 elde edilir. Diger tarafta, 6|p — 1 oldugu igin 63 = 26 — 1|2P-1 - 1.



O halde 7|27 — 2 ve dolayisiyla 7|m — 1. Sonug olarak 127 = 27 — 1|2m~1 — 1 bulunur.

m ve 127 nin aralarinda asal olduklarini gosterirsek ispat tamamlanir. 127 asal say1 oldugu icin
m nin 127 ile boliinmedigini gostermek yeterli olacaktir. p = 7Tk +n (0 < n < 7) olsun. k > 1 ise,
p > 7 olur ve botlece p sayisi 7 ile boliinmez. O zaman n # 0. 127 = 27— 1|27% — 1 ve sonug olarak
127|27k+n —2n = 27 — 27 Eger 127|m ise, 127)2" — 1 olur. Ancak 0 < 2" —1 < 127 oldugu i¢in bu miimkiin
degildir. O zaman m sayisi 127 ile boliinmez ve ispat tamamlanir.

5. m(E ) = 90° olan bir ABC iiggeninin i¢ teget cemberi, BC' kenarma D noktasinda degiyor. ABD
ve ADC figgenlerinin i¢ merkezleri sirasiyla X ve Z olmak tizere, X7 ve AD dogrular1 K noktasinda
kesigiyor. X Z nin ABC' nin gevrel ¢emberini kestigi noktalar U ve V; [UV] dogru pargasinin orta
noktast M; AD nin ABC nin ¢evrel ¢emberini A diginda kestigi nokta Y olmak tizere, |CY| = 2|M K|
oldugunu gosteriniz.

Coziim:. ABD fiiggeninin i¢ teget gemberi BC' kenarina T noktasinda, ADC' iiggeninin i¢ teget
gemberi BC' kenarma S noktasinda teget olsun. ABD ve ADC ii¢genlerinin i¢ teget ¢emberlerinin
yarigaplar: sirasiyla r; ve r olsun. Bu durumda

|AD|+|DC|-]AC| |AD|+|BC|-|BD|-|AC]

DS = 2 2
_|AD|-|BD| -|AB| +|AB| +|BC| - |AC|
- 2
_|AB|+|BC|-|AC| |AB|+|BD|-|AD|
- 2 2
= |BD| - |BT|

= |TD|
olur. X ve Z i¢ teget cemberlerin merkezleri olduklar: i¢cin XD 1 DZ bulunur. Dolayisiyla
|IXZ|*=|XDP+|DZ* =r? +|TD|*+r3 +|TD|?

elde edilir. Ote yandan
I XZ)? = (ry —m0)*+|T S| = (ry —12)* + 4|T D|?

oldugu icin
r?+72+2[TD|? = (ry —ro)* +4/TD|?
27’17"2 = 2|TD|2

olur. Sonug olarak

I XZ)? =72 +73 +2|TD|* = (ry +13)?
|XZ| =71 +7y

elde edilir. Agik bir sekilde |[X K| > ry ve |[ZK| > ry'dir. | XK|+|ZK]|=ry +ry oldugundan, | XK|=r,
|ZK|=1ry ve XZ 1 AD olur. ABC {iggeninin ¢evrel ¢gemberinin merkezi O olsun. O zaman OM 1 UV
bulunur. [AC] yarigap oldugundan C'Y 1 AY elde edilir. O halde UV ve CY dogrular paraleldir.
OM nCY = {N} olsun. O zaman ON L CY ve |YN| = |[NC| elde edilir. KYNM dikdortgeninde
IMK|=|NY|dir ve sonug olarak |C'Y| = 2|M K| elde edilir.



6. n kentin bulundugu bir iilkede, herhangi iki kent arasinda, bu kentleri dogrudan birlestiren
en ¢ok bir yol bulunuyor. Farkh yollarin sadece kentlerde kesistigi bu iilkede, herhangi bir kentin
tim yollar1 kapansa bile, bu kent digindaki her kentten bagka her kente, gerekirse diger kentlerden
gecerek ulagilabiliyor. Farkli A ve B kentleri verildiginde, sectigimiz en ¢ok k yolu istedigimiz gibi
tek yonlii yapmak suretiyle, geri kalan yollar nasil tek yonlii yapilirsa yapilsin, iki kenti dogrudan
birlestiren herhangi bir [ yolu i¢in, A dan baglamak, belirlenmig yonlere uymak, [ yolunu kullanmak
ve herhangi bir kentten en ¢ok bir kez gecmek iizere B ye ulagabiliyorsak, “ A kenti B kentine k-yonli
baglanabilir” diyoruz. Her A kenti bagka her B kentine k-yonlii baglanabiliyorsa, k en az kag olur?

Coziim: Cevap: En kiiciik deger: k =2n - 3.

Soruyu c¢izge kavrami kullanarak yeniden formiile edelim: G ¢izgesinde herhangi bir koge ve bu
kogeden c¢ikan tiim kenarlar silindikten sonra kalan ¢izge baglantili olacaktir. Bir diger deyisle G
2-kose baglantilidir. G ¢izgesinde herhangi iki farkli A ve B koseleri verildiginde, en fazla k kenar1 tek
yonlii yapmak suretiyle, geri kalan kenarlar nasil yonlendirilirse yonlendirilsin, herhangi bir L kenar1
icin, A dan baglamak, belirlenmis yonlere uymak, L kenarini kullanmak ve herhangi bir kogeden en
cok bir kez gecmek iizere B ye ulasabiliyorsak, “A kdsesi B kosesine k-yonli baglanabilir” diyoruz.
Her A kosesi her B kosesine k-yonlii baglanabiliyorsa, k& min alabilecegi en kiiciik deger nedir?

Ilk énce k > 2n - 3 oldugunu gosteren iki érnek verelim:

Ornek 1. G bir tam cizge olsun. Bu durumda u¢ noktalarimdan en az biri A veya B koselerinden en
az biri olan tiim kenarlarin yonlendirilmesi gerekiyor. Buna gore, k> (n-1)+(n-1)-1=2n-3.

Ornek 2. G cizgesinde der(A) = der(B) = n -2 ve tiim kalan koselerin dereceleri 2 olsun. O zaman
bu c¢izgenin 2n — 3 kenariin her birinin yonlendirilmesi gerekiyor.

Simdi en fazla 2n — 3 kenarin yonlendirilmesinin yeterli olacagini gosterecegiz.

G cizgesinde T" = {C4,Cs,C3,...,C11,Cy} yolu [ - 1 yonlendirilmemis kenardan olugan bir yol olsun.
G gizgesinde 1 < 4,7 <[, |i - j| # 1 olacak sekilde bir (C;,C;) kenar1 yoksa ya da I' tek bir kenardan
oluguyorsa (I = 2) I' yoluna asgari yol diyelim. Simdi bir kenar yonlendirme siireci tanimlayacagiz.

Ik adimda A kogesinde baglayan ve B mnoktasmnda sona eren bir T'; = {C1,C5,Cs,...,C1C}
(A = C4,C) = B) asgari yolu alahm ve bu yoldaki tiim kenarlar1 A dan B ye dogru yonlendirelim. I'y
yolu G ¢izgesindeki tiim koseleri igeriyorsa, yonlendirme siirecini tamamliyoruz.

G cizgesinin 2-koge baglantili olmasi nedeniyle herhangi bir D, = C,, € I'y kogesinde baglayan ve
herhangi bir D,,, = C,, € I'1 (D1 # D,,) kosesinde sona eren ve bu iki kége diginda I’y tizerinde
bulunmayan Dy, Ds, ..., D,,_1 koselerini igeren en az bir I' asgari yolu bulunacaktir. G ¢izgesinde
1 <i<p-1veyapy+1<i<lve?2c<j<m-1 olacak sekilde hernagi bir C;D; kenari yoksa
Dy,Ds,Ds, ..., Dy 1, D, yoluna gerilmis yol idyelim. Bir bagka deyisle gerilmig I" yolunda A kenarina
en yakin koge Dp, B kenarma en yakin kose ise D,, dir. Ikinci adinda tiim T yollar1 icinde bir
gerilmis I'y yolu alip bu yoldaki tiim kenarlar1 Dy den D,, ye dogru yonlendirelim. I'y ve I's yollar1 G
cizgesindeki tiim koseleri igeriyorsa, yonlendirme siirecini tamamliyoruz.

Aksi takdirde ticlincti adimda I'y u I's yolunun bir kosesinde baglayan ve yine I'y u I'y yolunun bir
kogesinde sona eren ve yeni kogeler igeren bir asgari ve gerilmig I'3 yolu alip bu yoldaki tiim kenarlar
benzer sekilde yonlendiriyoruz.



¢ adim sonucunda I" = UL, T; bilesimi G ¢izgesindeki tiim koseleri igerecektir. Her L kenari ya bir 'y
yoluna dahildir ya da harhangi I'y ve I'; yollarini birlestiriyordur.

Durum 1: L = (C, D) kenar bir I'y; € I yoluna dahildir. Bu yol yonlendirme siirecinde C' den D ye
dogru yonlendirilmig olsun. Bu kenar igin A kosgesinden baglayan ve B kogesinde sona eren yolun
bulundugunu gosterelim. C' kosesinden baglayarak G, kenarlariyla yonlenmeye ters olarak ilerlersek
[y in ilk kenarina kadar variriz. Daha sonra Gy ile ortak kogesi bulunan bir G; yolunun kenarlariyla
(i = s — 1 olmak zorunda degildir) yine yonlenmeye ters olarak ilerlersek yeni bir G, yoluna variriz
ve benzer sekilde ilerlersek en sonunda A kosgesine ulasiriz. D kosesinden baglayarak yonlenmeye
uygun sekilde ilerlersek I'y in son kenarina kadar variriz. Daha sonra Gy ile ortak kogesi bulunan bir
G, yolunun kenarlariyla (u = s+ 1 olmak zorunda degildir) yine yoénlenmeye uygun sekilde ilerlersek
yeni bir G, yoluna variriz ve benzer sekilde ilerlersek en sonunda B kogesine ulasmig oluruz. Her
adimda eklenen yollar asgari ve gerilmis oldugu i¢in bu iki yolun birlegimiyle A dan baslayan, sadece
yonlendirme siirecinde yonlendirilmis kenarlari kullanan, L kenarindan gecen ve B kosgesinde sona
eren yolu elde ederiz.

Durum 2: L = (C,D) kenar1 bir I'; € I' yoluna dahil degildir ( L kenar1 I' = U, I'; birlesimine
dahil degildir). Bu durumda L kenarmin ug noktalar1 bir (s,t) ikilisi i¢in C' € 'y ve D € I'; koseleri
olacak. L kenar1 C' kogesinden D kogesine dogru yonlendirilmig olsun. Yine ilk durumda oldugu gibi
once C' kosesinden basglayarak yonlendirmeye ters olarak ve D kogesinden basglayarak yonlendirmeye
uygun sekilde ilerleyip A dan baslayan, L kenar1 diginda sadece yonlendirme siirecinde yonlendirilmis
kenarlar1 kullanan L kenarindan gegen ve B kosesinde sona eren yolu elde ederiz.

Son olarak kenar yonlendirme siirecinde en fazla 2n—3 kenarin yonlendirildigini gosterelim. Bir adimda
eklenen kosge sayisi a ise, yonlendirilmesi gereken kenar sayisi a + 1 dir. Bu nedenle yonlendirilmesi
gereken kenar sayisi en fazla 1+ 2(n —2) = 2n -3 olur. Céziim tamamlanmigtir.



