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17. Ulusal ilkégretim Matematik Olimpiyati A

1. x pozitif gercel sayisinin %15 i ve %66 s1 tam sayidir. x sayisimn %15 i
en az kag olabilir?

Cevap: 5. z sayisimin %15 i tam say1 oldugundan, & bir tam say1 olmak

100k 66k 33k
. x sayisinn %66 s1 tam say1 oldugundan — = =

bir tam sayidir. Buradan k£ > 5 ve x sayisinin alabilecegi en kiiciik

100
deger 3 olur.

uzere, x =

2. {1,2,...,17} kiimesinin farklar 4 olan herhangi iki eleman igermeyen
kag alt kiimesi vardir?

Cevap: 6656. {1,2,...,17} kiimesini {1,5,9,13,17}, {2,6,10,14},
{3,7,11,15}, {4,8,12,16} alt kiimelerine aywrahm. {1,5,9,13,17}
kiimesinin farklar1 4 olan herhangi iki eleman igermeyen alt kiime sayisi
13’e egittir (bog kiime, 5 tane bir elemanli, 6 tane iki elemanli ve 1 tane
¢ elemanl). {2,6,10,14}, {3,7,11,15} ve {4,8,12,16} kiimelerinin
her birinin farklar1 4 olan herhangi iki eleman icermeyen alt kiime sayisi
5’e egittir (bog kiime, 4 tane bir elemanl, 3 tane iki elemanli). Sonug
olarak {1,2,...,17} kiimesinin farklar1 4 olan herhangi iki eleman
icermeyen alt kiime sayis1 13 -8 - 8 - 8 = 6656 olur.

3. |AB| = 4, |BC| = 3 ve 5(1@) = 90° olan bir ABC' ii¢geninde B
kogesine ait yiiksekligin ayagi D noktasi ve D den [BC] kenarina inen
dikmenin ayag1 da E noktasi ise, | BE| nedir?

Cevap: 48/25. Pisagor teoreminden [AC| = 5 tir. |BD| - |AC| =
|AB| - |BC| oldugundan |BD| = 12/5 olur. BDC iiggeninde Oklit
bagmtisimdan |BE| = |BD|*/|BC| = 48/25 olur.

4.1,2,3,4,5,6,7 rakamlarinin her birini bir kez kullanarak 11 ile boliinen
yedi basamakli ka¢ farkli say1 yazilabilir?

Cevap: 576. Say1 abedefg olsun. Saymin 11 ile boliinmesi i¢in (a +
cte+g)—(b+d+f)=(a+b+c+d+e+f+g) —20b+d+
f) =28 —=2(b+ d + f) sayisimn 11 ile boliinmesi gerekir. Bu durum
yalmzca b+ d+ f =3 (mod 11) iken gergeklegir. Ancak rakamlar 1 ile
7 arasinda oldugundan b + d + f sadece 14 olabilir. O halde {b,d, f}
kiimesi {1,6,7},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6} kiimelerinden birine esittir.
b,d, f icin sayilar 3! = 6 sekilde, a,c, e, g icin ssayiar 4! = 24 gekilde
yerlestirilebilir. Dolayisiyla sonug 4 - 6 - 24 = 576.
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5. x pozitif gercel sayisinin tam say1 ve kesirli kisimlarinin ¢arpimi 2 den,
y pozitif gercel sayisinin tam say1 ve kesirli kisimlarinin carpimi da 3
ten kiiciik degilse, xy en az kag olabilir?

209

Cevap: T [z] - {z} > 2 oldugundan [zx| > 2 olur ve buradan da x

2
saywisinin en kiicitk degerinde [z] = 3 ve {z} = 3 olur. [y] - {y} > 3

oldugundan [y] > 3 olur ve buradan da y sayisinin en kiigiik degerinde

11 19 209
[z] =4 ve {y} = 1 olur. Sonug olarak zy en az 3T 11 olur.

6. Bir ABC f{iggeninde [AB] kenar tistiindeki D noktasi ve [AC| kenar
tistiindeki £ noktasi i¢in, s(AED) = s(ABC), |AE| =2, |AD| =5 ve
|BD| = 3 ise, |CE| nedir?

Cevap: 18. ZDBC = ZDFA oldugundan BDFEC bir kirigler dortgeni
olur. Cemberde kuvvetten |AD| - |AB| = |AE| - AC| ve buradan da
|AC| = 20, |CE| = 18 buluruz.

7. Dordi beyaz, dordii kirmizi tisort giyen sekiz ogrenci ikiser kisilik dort
siraya farkli renkte tisort giyen iki ogrenci ayni sirada oturmamak
kosuluyla kac farkli bicimde oturabilir?

Cevap: 3456. Beyaz renkli tigort giyen ogrencilerin siralarini belirleyip
4 ogrenciyi o siralara yerlestirelim ve daha sonra kirmizi renkli tigort
giyen ogrencileri kalan iki siraya yerlestirelim:

4
(2> 414! = 3456.

8. Tiim porzitif tam say1 kuvvetlerinin on tabanina gore yaziliminin son iki
basamagi ayni olan kag tane iki basamakli say1 vardir?

Cevap: 2. Say1 n olsun. Istenen kosulun gerceklesmesi icin gerek ve
yeter sart n? = n (mod 100) olmasidir. = 4|n(n — 1) ve 25|n(n — 1).
= n = 0,1 (mod4) ve n = 0,1 (mod 25). O halde n = 0,1,25,76
(mod 100). Kogula uygun iki basamakl sayilar 25 ve 76 dir.

9. s(B/fE’) = 90° olan bir ABC {iggeninin [AC] kenarma ait bir D noktasi
icin, BD dogrusu ile [AH] yiiksekligi E noktasinda kesigiyor. |[BH| = 3,
|CH| =12 ve |EH| = 2|EA| ise, |DE| nedir?
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Cevap: 20/11. OKlit teoreminden |AH| = +/|CH|-|HB] = 6
ve buradan da |AE| = 2, |[EH| = 4 olur. Pisagor teoreminden
|BE| = 5 buluruz. Menelaus teoreminden (|BH|/|BC|)-(|CD|/|DA])-
(|JAE|/|EH|) = 1 ve buradan da |CD|/|DA| = 10 olur. Yine Menelaus
teoreminden (|AD|/|AC|)-(|CH|/|HB|)-(|BE|/|ED|) = 1 ve buradan
da |[DE| = 20/11 buluruz.

Vn+9—6yn + y/n+25—10y/n = 2 denklemini saglayan n tam
sayilarinin toplami nedir?

Cevap: 289. \/n +9 — 6y/n = |y/n—3| ve /n + 25 — 10y/n = |/n—5|
oldugu goriiliir. |v/n — 3] + |v/n — 5] = 2 olmas1 ancak 3 < \/n < 5
olmasi ile mimkiindiir. Yani garti saglayan n tam sayilar1 9 < n < 25
ile ifade edilir. Bunlarin toplami 289 dur.

18 takimin katildigi bir futbol turnuvasinda herhangi iki takim tam
olarak bir kez karsilagiyor ve kazanan takim 3, berabere kalan takimlar
1 er, kaybeden takim 0 puan aliyor. Turnuva sona erdiginde olugan puan
siralamasinda ardigik siralarda yer alan iki takim arasindaki puan fark:
en ¢ok kag olabilir?

Cevap: 35. Puan farklar en cok olan ardigik siralardaki takimlar k. ve
(19—m). siralarda olsunlar (ilk & takimin en kotiisii ve son m takimin en
iyisi). k. siradak: takimin puaninin en fazla oldugu durum ilk £ takimin
kendi aralarinda berabere kalmadiklari, kalan takimlar1 yendikleri ve
puanlarmin esit oldugu durumdur. Bu durumda k. siradaki takimin
toplam puani

3(5) +3km _ 3k+6m—3
k B 2
olur. (19 — m). siradak: takimm puanmin en az oldugu durum son m
takimin kendi aralarinda berabere kaldiklari, ilk & takima yenildikleri

ve puanlarimm esit oldugu durumdur. Bu durumda (19 — m). siradaki
takimin toplam puani

2(3)

=m-—1
m
olur. Bu nedenle bu iki puanin farki
-1 -1
3-18+m <35

5 =
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olur. Esitlik durumu k£ = 1 ve m = 17 iken saglanir. Bu durumda birinci
siradaki takim tim takimlari yenir ve tiim diger magclar beraberlikle
sonuglanir.

s(fTB?’) = 50° olan bir ABC {iggeninin [AB] ve [AC] kenarlarimi
sirasiyla, D ve E noktalarinda kesen dogru, ticgenin ¢evrel cemberine A
noktasinda teget olan dogruya paraleldir. s(EDC') = 20° ise, s(DBE)
nedir?

Cevap: 30°. Teget-kirig ac1 ve paralellikten ZAED = ZABC buluruz.
Yani EFDBC bir kirigler dortgenidir. /ZEBC = ZEDC = 20°
olacagindan ZDBE = 30° olur.

13. n bir pozitif tam say1 olmak tizere, 2" + 3" + 4" sayisinin on tabanina

14.

15.

gore yaziliminin sondan en ¢ok kag basamagi 9 olabilir?

Cevap: 2. n = 3 ise 23+ 33 + 4% = 99 olur. Simdi saymin sondan en cok
iki basamaginin 9 olabilecegini gosterelim. n = 1 ise 2t + 3! +4! = 9,
n = 2 ise 22 + 32 + 42 = 29 olur. n > 3 olsun. 2" + 3" + 4" sayisinin
sondan en az li¢ basamagi 9 olursa, 2" + 3" + 4™ + 1 sayist 1000 ve
dolayisiyla 8 ile boliiniir. Fakat 82", 8|4™ ve 3" = 1,2 (mod 8), ¢eligki.

A gercel sabitinin kac farklh degeri icin, 23 + 93 = by ve z +y = A
esitliklerinin her ikisini de saglayan tam olarak bir (z,y) gercel say1
ikilisi vardir?

Cevap: 2. B = xy olarak tammlayalim. z3 + y3 = (v + y)(2* — 2y +

y?) = A(A? — 3B) oldugundan verilen denklem A(A%* — 3B) = 5B,

yani A% = (34 + 5) - B seklinde ifade edilebilir. Bu durumda B igin

en fazla bir gegerli deger bulunacag aciktir. Verilmig A ve B degerleri

icin, B > ATQ ise hig (z,y) gergel say1 ikilisi bulunmaz, B < ATZ ise tam
A2

olarak iki (x,y) gercel say ikilisi bulunur ve B = <~ ise tam olarak bir

(z,y) gergel say1 ikilisi bulunur. Yani A% = (34 +5) - ATQ & A3 = 5A2
saglanmalidir. Bunu saglayan A sabitleri 0 ve 5 tir.

|AB| = 2 ve |AD| = 2v/2 olan bir ABCD dikdértgeninde [AD] nin
orta noktasi E, [AE] nin orta noktasi da F' dir. AC' ve BE dogrular
G noktasinda kesigiyorsa, |F'G| nedir?

Cevap: 1/4/2. Pisagor teoreminden |BE| = v/6 ve |AC| = 2v/3 olur.
Benzerlikten |AG|/|GC| = |EG|/|BG| = |AE|/|BC| = 1/2 ve buradan
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da |AG| = 2v/3/3, |EG| = +/6/3 olur. Kenarortay teoreminden
IFG|2 = (JAG]? + |EG|?) /2 — |AF|> = 1/2 ve |FG| = 1/+/2 buluruz.

Ahmet 30 sekeri, herhangi iki giinde yedigi seker sayisinin farki 3 e
boliinmemek kosuluyla ti¢ giinde ka¢ farkli bicimde yiyebilir?

Cevap: 330. Kosullara gore a,b,c negatif olmayan tam sayilar ve
(x,y, z) tglisii (0, 1,2)nin bir permiitasyonu olmak tizere, Ahmet ilk
giin 3a + x, ikinci giin 3b + y ve lglinci gin 3¢ + z seker yiyecektir.
T+ 1y + 2z =3 oldugundan a + b+ ¢ = 9 olur. Buna gore cevap:

(9+3—1

3! = 330.
)

17. Bir pozitif tam sayinin basamak sayisi ile kiipiiniin basamak sayisinin

toplami 2012 den biiyiik olmayan kag¢ farkli deger alabilir?

Cevap: 1509. n sayisimin basamak sayisini s(n) ile gosterelim. f(n) =
s(n)+s(n?) olmak iizere, soruda f(n) nin 2012 den biiyiik olmayan kag
degeri alabilecegi soruluyor. Kolayca goriilecegi iizere s(n+1) — s(n) €
{0,1}. Ote yandan her n pozitiif tam sayisi i¢in (n + 1)* < 10 - n?
oldugundan s((n + 1)*) — s(n?®) farki da ya 0 ya da 1 dir. Kolayca
goriilecegi tizere iki farkin da 1 oldugu durum ancak n + 1 sayis1 10’un
bir tam kuvveti iken gerceklesir. O halde n # 10* — 1 ise f(n + 1) —
f(n) €{0,1},n =10"—11ise f(n+1)— f(n) = 2. O zaman f fonksiyonu
her k dogal sayist icin f(10%) = 4k + 2 den f(10FF1 — 1) = 4(k + 1) +
2 — 2 = 4k + 4 e kadar olan degerleri alr. Sonug olarak f fonksiyonu
sadece 4k + 1 formundaki degerleri alamaz. 1,2, ...,2012 sayilarindan
503 tanesi 4k + 1 formundadir ve dolayisiyla cevap 2012 — 503 = 1509.

18. Bir ABC ii¢geninde [BC] kenarma D noktasinda, AC' dogrusuna da A

noktasinda teget olan bir gember [AB] kenarim1 E noktasinda kesiyor.
|BD|/|AC| = 2 ve |AE|/|BD| = 5/6 ise, AD ve CE dogrularimn
kesigim noktas1 F' i¢in, |AF|/|F D| nedir?

Cevap: 15/4. |AE| = bz, |BD| = 6z, |AC| = 3z olsun. |CD| = |AC| =
3z olur. |BE| = y dersek cemberde kuvvetten y(y + 5x) = 362 ve
buradan da (y + 9z)(y — 4z) = 0 ve y > 0 olacagindan y = 4x olur.
Menelaus teoreminden (|CD|/|CB|) - (|BE|/|AE|) - (|JAF|/|FD|) =1
ve buradan da |AF|/|FD| = 15/4 olur.
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. . oy oy .
x ve y pozitif gergel sayilar olmak tizere, — + = + — + = = 18 ise,
y T ¥y Z
)2
M nedir?
Ty
2 2
x x — x
Cevap: 2. a = — + Yy olarak tanimlayalim. (—y) =a—2dir. -+
y =z Yy Yy

2
y—2 = a*—2 dir. Verilen denklem a+a*—2 = 18, yani (a —4)(a+5) = 0
x

halini alir. x, y pozitif oldugundan a > 0 yani a = 4 olmahdir, a —2 = 2

bulunur.

Bir g¢ember etrafina yazilmig hepsi 0 olmayan n tane saymin her
biri iki komsusunun toplamina egitse, n sayis1 2012,2013,2014, 2015
sayilarindan hangisi olabilir?

Cevap: Hicbiri. Sayilar a,b,b — a, —a, —b,a — b, a,b, ... seklinde olmak
zorundadir. O zaman n = 6k olabilir. r = 1,2,3,4,5 olmak iizere,
n = 6k + r durumlarinin her birinde a = b = 0 olmak zorundadir.

Diizlemdeki noktalardan olugan bir A kiimesindeki her nokta igin,
o nokta merkezli ve birim yaricapli ¢ember A nin tam olarak fig
noktasindan geciyorsa, A nin en az kag elemani olabilir?

Cevap: 6. n = 4 olursa, diizlemde herhangi ikisinin arasindaki uzaklik
1 birim olan dort nokta olur, geligki. n = 5 olursa, aralarindaki uzaklk
1 birim olan nokta ikilisi sayisi % olur, geligki. n = 6 igin 6rnek: A =

{(0,0),(1,0),(0,1), (1,1), (3,2, (3,1 + L)}

22.7-2" 4+ 1 saywisinin tam kare olmasini saglayan kac n pozitif tam sayisi

vardir?

Cevap: 1.7-2"+1=m? = 7-2" = (m—1)(m+1). O halde m — 1 ve
m + 1 sayilarindan biri 2 nin bir kuvveti digeri ise 2 nin bir kuvvetinin
7 katidir. Bu iki saymin ikisinin de tek olamayacagini gormek kolay.
O zaman ikisi de ¢ift sayidir. Ayrica farklar: 2 oldugundan biri 4k + 2
formunda olmali. Dolayisiyla biri 2 veya 7-2 = 14 olmali. Bu durumda
da tek ¢oziimiin m —1 = 14 ve m + 1 = 16 oldugu goriilliir. Sonug
olarak tek ¢oziim n = 5 tir.
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222 — dxy + 5y* = 4x + 2y — 5 esitligini saglayan kag (z,y) gercel say1
ikilisi vardir?

Cevap: 1. Verilen esitlik (z — 2y)? 4+ (z — 2)* + (y — 1)® = 0 geklinde
ifade edilebilir. Agikga tek ¢oziim (z,y) = (2,1) dir.

Koseleri, kenar uzunluklar1 |[AB| = 10, |BC| = 21 ve |CA| = v/205
olan bir ABC ti¢geninin kenarlar: iistiinde yer alan ve ¢evresi 32 birim
olan bir dikdortgenin uzun kenarmin uzunlugu kag birimdir?

Cevap: 14. |AB|* + |AC|? = 305 < |BC|? = 441 oldugundan ZBAC >
90° dir. Bu yuzden dikdortgenin bir kenar1 BC' kenar1 iizerinde
olmahdir. BC' kenar iizerindeki kenarin uzunlugu ¢ diger kenarin
uzunlugu p ve ABC ii¢geninde A kosesine ait yiikseklik uzunlugu h
olsun. Dikdortgenin A B kenari tizerindeki kogesi D olsun. Benzerlikten
p/h = |BD|/|AB| ve q/21 = |AD|/|AB| oldugundan p/h + ¢/21 = 1
olur. A kogesine ait yiiksekligin ayagi E olsun. Pisagor teoreminden
|CE|)?> — |BE|> = |AC|* — |AB|* = 105 ve |CE| + |BE| = |BC| = 21
oldugundan |CE| = 13, |BE| = 8 ve buradan da h = 6 elde ederiz. Yani
7p + 2¢ = 42 olur. Ote yandan p + ¢ = 16 oldugundan p = 2,¢q = 14
olur.

Her hamlede, baglangicta her birinde esit sayida seker olan n
ogrenciden biri elindeki sekerlerin bir kismini diger ogrencilere esit
olarak dagitiyor. n nin kag farkli degeri igin, sonlu sayida hamle
sonucunda ogrencilerden birinin elinde 36, bir digerinin elinde de 21
seker bulunmasi saglanabilir?

Cevap: 3. Bir ogrenci diger ogrencilerin her birine [ seker verirse, kendi
sekerlerinin sayisi [(n — 1) azalir. Bu nedenle herhangi iki 6grencinin
sekerlerinin farki her zaman n ile boliiniiyor. 36 — 21 = 15 oldugundan
n|15 olma zorundadir. Buradan n’nin alabileceugi degerler 3,5, 15 olur.

Bu durumlarim her biri i¢in 6rnek verelim. n = 3: (31,31,31) —
(21,36,36). n = 5 (33,33,33,33,33) — (21,36,36,36,36).
n = 15 (35,35,35,35,35,35,35,35,35,35,35,35,35,35,35) —

(21,35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35).

26. a®+a+34 = b? esitligini saglayan kag (a, b) pozitif tam say ikilisi vardir?

Cevap: 4. Esitligi 4 ile garparsak (2a + 1)? + 135 = (20)? elde edilir.
= (20 — 2a — 1)(2b + 2a + 1) = 135 = 33 - 5. Pozitif tam say1
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¢ozlimleri aradigimizdan iki ¢arpan da pozitif ve sagdaki soldakinden
biiyik olmali. 1 - 135, 345, 5-27 ve 9 - 15 durumlarindan sirasiyla
(33,34),(10,16), (5,8) ve (1,6) ¢oztimleri elde edilir.

C, [AB] caph cemberin dig bolgesinde yer alan bir nokta olmak
iizere, AC' ve BC' dogrular1 ¢emberi ikinci kez sirasiyla, D ve E
noktalarinda kesiyor. AE ve BD dogrularinin kesisim noktasi F', AB
ve C'F dogrularmin kesigim noktasi da G' olmak iizere, |AF| = 12 ve

S(E/D\C’) = 60° ise, |AG| nedir?

Cevap: 6v/3. ABC iicgeninde [BD] ve [AE] birer yiikseklik oldugundan
[CG] de yiikseklik olmahdir. Yani ZFGA = 90° olur. ZAEB =
ZADB = 90° oldugundan ADEB bir kirigler dortgeni olup /ZEBA =
ZEDC = 60° ve buradan da ZFAG = 30° buluruz. Yani |AG| =
|AF|\/3/2 = 6+/3 elde ederiz.

3r + 2y + z = 12 kosulunu saglayan z, y, z negatif olmayan gercel
sayilari icin, 23 + y? + 2 ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

Cevap: 9. 23 — 32 + 2 = (v + 2)(z — 1)? > 0 oldugundan x* > 3x — 2
dir. 4> =2y + 1 = (y — 1)? > 0 oldugundan y* > 2y — 1 dir. O halde,
P4y +2>32+2y+2—-3=9dur. z =1,y = 1,2 = 7 sayilan icin
verilen kosul saglanir ve 2® + y* + z = 9 olur.

1 x 17 bir satrang tahtasinin karelerine 1,2, ..., 17 sayilar sirayla ve 1
den sonraki her say1 daha 6nce yazilmig sayilardan birine komsu olmak
kosuluyla kag farkli bigcimde yazilabilir?

Cevap: 26 = 65536. 1 sayismin sagindaki sayilar artan, solundaki
saylilar ise azalan sirada dizilecekler. Bu nedenle 1,2, ..., 17 sayilarinin
diziligini 1 sayisinin solundaki sayilarin kiimesi belirliyor.

Dar agili bir ABC' tggeninde [AD], [BE] ve [CF] ytkseklikleri H
noktasinda kesisiyor. |AH|-|AD|+ |BH|-|BE|+|CH|-|CF| =71 ve
|AB|? 4+ |AC|? = 106 ise, |BC| nedir?

Cevap: 6. Pisagor teoreminden |BC|> = |BEJ]* + |[EC|* = |AB|* —
|AE|>+ |EC|* = |AB)? + |AC? — 2|AE| - |AC| dir. DHEC bir kirigler
dortgeni oldugundan |AH| - |AD| = |AE| - |AC| ve boylece |BC|* =
|AB|* + |AC|? — 2|AH| - |AD| elde ederiz. Benzer sekilde |CA|* =
|BC|?+|AB|*—2|BH|-|BE| ve |AB|> = |BC|>*+|CA]* - 2|CH|-|CF|
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olur. Bu g esitligi taraf tarafa toplarsak |AB|? + |BC|? + |CAJ]* =
2(|AH|-|AD|+|BH]|-|BE|+|CH]|-|CF]) buluruz. Buradan da |BC|? =
2-71 — 106 = 36 ve |BC| = 6 olur.



