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XIV. Ulusal ilkégretim Matematik Olimpiyat1 A

n
1. n tam say1 olmak iizere, 12 < = < 21 egitsizligini saglayan ve

n
sadelestirilemeyen =3 seklindeki kesirlerin toplami kagtir?

Cevap: 594. 12 < g < 21 esitsizligini saglayan n degerleri: 161,62, ...,104.

Bunlardan sadelegen kesirlerin paydalari: n = 65,70,...,100. Buna gore,
sadelestirilemeyen kesirlerin toplami:

61 62 104 65 70 100
T Tt e 22-33.92-33-4 = 594.
5—|—5+ + 5 ; 5 5 33 33 29

2. n pozitif tam sayisinin kag degeri igin, 5n — 28, 7Tn — 19, 10n + 1 sayilarinin
i¢ii de asaldir?

Cevap: 1. Bu sayilarin toplami 5n —28+7n—19410n+1 = 22n — 46 bir ¢ift
sayidir. Buna gore, bu sayilarin en az biri 2 olacaktir. bn — 28 = 2 olursa,
n = 6 ve sayllar 2, 23, 61 olur. "n — 19 = 2 olursa, n = 3, sayilar —13,2, 31
olur. 10n 4 1 # 2. Demek ki sadece n = 6 sayis1 kogullar1 saglyor.

3. Bir ¢cemberin digindaki bir A noktasindan cembere bir teget ve bir kesen
¢izilmistir. B noktasi, tegetin degme noktasi; C' ve D ise, kesenin ¢emberle
kesigtigi noktalardir. |BC| = 4, |BD| = 6 olduguna gore, |AB| nin
alabilecegi en biiytlik tam say1 degeri nedir?

Cevap: 11. Teget-kiris aggdan ZABC = ZADB dir. Bu durumda AABC' ~
AADB olacagindan |AC|/|AB| = |BC|/|BD| = 2/3 olur. |AB| = 3x ve
|AC| = 2z olsun. ABC {iggeninde {iggen esitsizliginden z = 3z — 2z < 4
olur. Buradan da |AB| = 3z < 12 elde ederiz. |AB| = 11 igin sartlar
saglayan bir sekil ¢izilebilir.

4. Bir malin fiyatinda indirim yapildiktan sonra, bir giinde satilan mal miktar:
%50; satiglardan elde edilen gelir ise, %26 arttigina gore, yiizde kag indirim
yapilmigtir?

Cevap: 16. Indirimden énce bir giinde satilan mal miktar1 a, bir birim maln
fiyat1 s, yapilan indirim = olsun. O zaman

a-5-126 (100 —x)s 150a
100 100 100

Buna gore x = 16 olur.
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5. Bes futbol takiminin katildigi turnuvada herhangi iki takim kendi aralarinda
tam olarak bir mag yapiyor. Her macta kazanan takim 3, berabere kalan
takimlar birer, kaybeden takim ise 0 puan aliyor. Turnuva sonunda dort
takimin puanlari 1, 2, 5 ve 8 olduysa, besinci takimin puani kagtir?

Cevap: 10. 1,2,5 ve 8 puan alan takimlar sirasiyla, A,B,C ve D olsunlar.
A ve B takimlarinin kazandiklar1 mag¢ bulunmuyor. Buna gore bu iki takim
kendi aralarindaki magta berabere kalmiglar. O zaman A diger maclarinin
hepsinde yenilmistir. Demek ki C talkimi A takimini yenmistir. B ile C
arasindaki magi B kazansaydi B'nin en az 4 puani, C kazansaydi C'nin en az
6 puani olurdu. Demek ki B ve C' aralarinda berabere kalmiglar. D takimi
A ve B yi yendigi i¢in C ile berabere kalmigtir, aksi takdirde D’nin en az
9 puani veya C’nin en az 7 puani olurdu. Demek ki C takimi E takimina
yenilmigtir ve D ile E takimlar1 berabere kalmigtir. Sonug olarak, E takiminin
10 puam vardir.

6. Kesigsen iki ¢gemberin ortak kirigi [AB] dir. A noktasindan bu iki gembere
cizilen tegetlerin bu gemberleri ikinci kez kestigi noktalar C' ve D olmak

lizere, |BC| = 2V/3 , |BD| = 4V/3 ise, AB kactir?

Cevap: 2v/6. Teget-kiris aqidan Z/CAB = /ADB ve /BAD = /ACB
olur. Buradan AABC ~ ADBA elde ederiz. Benzerlikten |AB|/|BC| =

|BD|/|AB] ve biylece | AB| = \/TBCT - |BD] = 26 ol.

7. 83 ve 102 sayilariin ikisinin de n pozitif tam sayisina boliimiinden kalan k
pozitif tam sayisi ise, n nin k ya boliimiinden kalan nedir?

Cevap: 5. 102 = 83 (mod n) olduguna gore, 19 = 0 (mod n) ve n|19. O
zaman n nin alabilecegi tek deger 19 dur. Buradan £ = 7 ve cevap 5 olur.

8. x ve y gercel sayilari,

egitliklerini saghyorsa, x + y kagtir?
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Cevap: 7 Birinci esitligin iki kat1 ile ikinci esitligi taraf tarafa toplarsak
4% — 4z + y? — 6y = —10 elde ederiz. Buradan, (2z — 1)2+ (y — 3)? = 0

olur. Dolayisiyla x = S vey= 3olup, x +y = 5 bulunur.

. ABCD karesinin [BC| kenar1 istiinde 5(@) = 15° kosulunu saglayan bir

E noktas1 aliniyor. AE dogrusuna C' den ¢izilen dikmenin ayagi H noktasi
ve |CH| = 2 olduguna gore, karenin alani kagtir?

Cevap: 8. ZCOAB = 45° oldugundan ZCAH = 30° olur. ACH fi¢geninin
agilar1 30°,60°,90° oldugundan |AC| = 2|C' H| = 4 ve karenin alam 4?/2 = 8
olmalidur.

Tiim elemanlar: pozitif tam sayilar olan bir kiimenin herhangi ii¢ elemaninin
toplami hep asal oluyorsa, bu kiimenin en ¢ok ka¢ elemani olabilir?

Cevap: 4. {3,7,9, 31} kiimesinin herhangi ii¢ elemaninin toplami asal sayidir.
Kosgullar1 saglayan kiimenin eleman sayist en az 5 olsun. Bu kiimenin 3
eleman (mod 3) te denk olamaz. O zaman kalanlar1 0,1 ve 2 olan {i¢ eleman
bulunur ve bu elemanlarin toplami 3 ile boliiniir, celigki.

Rakamlarinin toplaminin karesi, karesinin rakamlarinin toplamina esit olan
kag iki basamakl bilesik say1 vardir?

Cevap: 6. Iki basamakhh saymmn karesi en fazla 992 = 9801 (dort
basamakli) oldugundan bu saymin karesinin rakamlarmin toplami 36
dan daha az olur. Demek ki saymin rakamlarimin toplami en fazla
5 olur. 10,12,14,20,21,22,30,32,40,50 sayilarindan kosulu saglayanlar
10,12,20,21,22,30 sayilaridir.

ABCD dikdértgeninde E ve F' noktalar sirasiyla, [BC| ve [C'D] iistiinde
olmak tizere, |BE| = 4, |CE| = 2 ve |CF| = |FD| =5 tir. G, AE ve BF
dogrularimin kesigim noktasi olduguna gore, |GE| kagtir?

Cevap: v29/2. |AB| = |CD| = 10 ve |AD| = |BC| = 6 dir. AE ile CD
dogrular1 P noktasinda kesigsin. Benzerlikten |PC|/|AB| = |CE|/|EB| =
1/2 ve buradan da |PC| = 5 olur. Yine benzerlikten |PE|/|AE| =
|CP|/|AB| = 1/2 ve |PG|/|AG| = |FP|/|AB| = 1 oldugundan |GE| =z
dersek |EP| = 2z, |AG| = 3z olur. ADP ii¢geninde Pisagor teoreminden
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|AP|]> = 62 + 152 = 261 = 9-29 ve |AP| = 3v/29 buluruz. Buradan da
|GE| = |AP|/6 = v/29/2 elde ederiz.

1 11
lla— = =b—— ve a+ b < 121 kogullarim saglayan kag (a, b) pozitif tam

a
say1 ikilisi vardir?

Cevap: 10.

11<ab+1> _ab+1
b

oldugundan 11a = b gelir. Buna gore, a 4+ b < 120 oldugundan 12a < 120 ve
¢Oziim ikilileri (a,b) = (1,11),(2,22),...,(10,110) olur.

a

1<a<37,1<b< 37 kosullarini ve 37 nin 1 4 7a + 8b + 19ab yi bolmesini
saglayan kag (a,b) tam say1 ikilisi vardir?

Cevap: 73. 19 = 56 (mod 37) oldugundan 1 + 7a + 8b + 19ab sayisiin 37
ile boliinebilmesi igin 1 + 7a + 8b 4 56ab = (1 + 7a)(1 + 8b) sayisiun 37 ile
boliinebilmesi gerekir. 37 asal say1 oldugundan 1+ 7a ve 1 + 8b sayilarindan
en az biri 37 ile boliinmelidir. Dolayisiyla a = 21 ve b = 23 esitliklerinden
en az birisi saglanmalidir, bu da 2 - 37 — 1 = 73 tane (a,b) tam say1 ikilisi
oldugunu gosterir.

Dar acili bir ABC iiggeninin A kosesinden BC' ye ¢izilen dikmenin ayagi
H noktasi, H noktasindan AB ye cizilen dikmenin ayagi K noktasidir.

|AH| =6,|AC| =10 ve s(HAC) = 23(3/14?[) olduguna gore, |H K| kactir?

Cevap: 61/5/5. [HA 1gm iizerinde |AL| = |AC| = 10 sartim saglayan bir
L noktas1 alwsak /ZHLC = LHAC/2 = ZHAK ve AHAK ~ ACLH
olur. Pisagor teoreminden |C'L| = 8v/5 tir. Benzerlikten |HK|/6 = 1/y/5 ve
buradan da |HK| = 6v/5/5 elde ederiz.

120 metre uzunlugunda olan ve 60 km/saat hizla hareket eden bir trenin en
arkasindan sabit hizla trenle ayni1 yonde hareket eden bir kusun, trenin en
oniine gidip, hi¢ zaman kaybetmeden ayni hizla tekrar trenin en sonuna geri
dénmesi i¢in toplam 21 saniye gerekmektedir. Kugun hizi kag km /saat tir?

Cevap: 84. Kugun trenin en oniine gitmesi ¢ saniye, tekrar en sonuna geri
donmesi 21 — ¢ saniye siirmiig olsun. Kusun hizina ise = km/saat diyelim. 10
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metre/saniye ile 36 km/saat birbirine esit oldugundan,

120 10 120 10
36 1 1 21 .
elde ederiz. Buradan, —- ( + ) = olur. Ifadeyi diizenlersek,
10 \z —60 =+ 60 120

2 7
S annn 2600 = T Ve 7z* — 288z — 25200 = 0 elde ederiz. Sonug olarak,
x J—

(x — 84)(7z + 300) = 0 olup, # = 84 bulunur.

KARABURUN kelimesindeki harfler, herhangi iki tinlii yan yana gelmeyecek
ve i¢ginde UK ge¢meyecek sekilde kag farkli bigimde dizilebilir?

Cevap: 3600. Ik once tnsiiz harfler1 siralayahm: 5 Daha sonra U
harflerini {insiiz 5 harfin olusturdugu 6 bosluga yerlestirelim: UK ifadesinin
ge¢memesi nedeniyle (g) farkli bigimde U larin yerleri secilebilir. En son

olarak kalan 4 bosglugun ikisine A harflerini yerlestirelim: (;1) Buna gore,

(3)(5) = 3600 olur.

5!
cevap = (5

2

AB//CD olan bir ABCD yamugunda, |AB| = 6, |CB| = 3 tiir. E noktasi
C'D dogrusu iistiinde, s(EBC) = s(EBA) ve | BE| = 5 olduguna gore, |AE|
kactir?

Cevap: V/11. Paralellikten Z/OCEB = /EBA = /EBC ve buradan da
|EC| = |BC| = 3 olur. [EC 1gm lizerinde |C'F| = 3 gartin saglayan E den
farkl bir F' noktas1 alalim. |CE| = |CB| = |CF| oldugundan ZEBF = 90°
olur. Pisagor teoreminden |BF| = /11 dir. |EF| = |AB| ve /ZFEB =
/ABE oldugundan AFEB = AABFE ve buradan da |AE| = |[BF| = V11
elde ederiz.

zy? = 128(x — 1)? esitligini saglayan kag (z,y) pozitif tam say1 ikilisi vardir?

Cevap: 4. x ve  — 1 sayilar1 aralarinda asal oldugundan z|128. Demek ki x
sayisinin alabilecegi degerler k = 0,1, ..., 7 olmak iizere, x = 2* seklindedir.
Bunu denklemde yazarsak, 2Fy? = 128(2% — 1)? gelir. k sayist ¢ift olursa, sol
taraf tam kare olur ancak sag taraf tam kare olmaz. k = 1,3,5,7 degerleri
icin y = (2F — 1)207=%)/2 gelir.
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20. {1,2,...,33} kiimesi, her altkiimedeki en az bir say1, aym altkiimedeki iki

21.

farkli sayinin toplamina esit olacak bigimde en ¢ok kag altkiimeye ayrilabilir?

Cevap: 10. Her altkiimede en az ti¢ say1r bulunacaktir. Alt kiime sayisi
11 olursa, her altkiimede tam olarak ii¢ say1r bulunacak ve sayilardan
biri diger ikisinin toplami olacaktir. O zaman her altkiimedeki sayilrin
toplami c¢ift olur ve dolayisiyla tiim sayilarin toplami ¢ift olur. Fakat
1+2+---4+33=233-17 = 561 tek sayidir. 10 altkiime i¢cin ornek verelim:

{1,30,31}, {2,3,5}, {4,23,27}, {6,19,25}, {7,8,15}, {9,20,29},
{10,12,22}, {11,13,24}, {14, 18,32}, {16,17,33, 21,26, 28}.

Bir ABC iiggeninde D, [AC] nin orta noktas: olmak tizere, S(ITB\C) = 15°,
s(AC'B) = 30° olduguna gore, s(BAC') nedir?

Cevap: 105°. [BC] tizerinde /BDE = 15° olacak bi¢imde bir E noktasi
alahm. ZDFEC = 30° olacagindan |BE| = |ED| = |DC| = |AD] olur.
/ZADE = 60° oldugundan ADE bir eskenar iiggendir. Buradan /FAD =
60° ve LZAEB = ZAEC = 90° elde ederiz. |BE| = |AE| oldugundan
£LBAFE = 45° ve ZBAC = 105° buluruz.
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1. O merkezli bir gembere digindaki bir A noktasindan ¢izilen tegetler cembere
B ve C noktalarinda degiyor. [BD] dogru pargasi gemberin bir ¢apr olmak
tizere, C'D dogrusu, AB dogrusunu FE noktasinda kesiyor. AD ve OF
dogrularimin kesigme noktasi F' ise, |AF|/|F D| oranimi bulunuz.

Cevap: 1/2. [BD] gap oldugundan ZBCE = 90° dir. Tegetlikten |AB| =
|AC| dir. ZCEB = 90° — ZEBC = 90° — ZACB = ZACEFE oldugundan
|AE| = |AC| = |AB| olur. Menelaus teoreminden

|AF| [EA] |BO| 1

|\FD| ~ |EB| |OD| 2

elde ederiz.

(veya, [BE]'nin orta noktast A ve [BD]nin orta noktast O oldugundan F'
noktast BDF ti¢geninin agirhik merkezidir ve dolyisiyla |AF|/|FD| = 1/2
dir.)

2. Yan yana n birim kareden olusan bir geritin her birim karesine baglangicta
0 veya 1 yazilmigtir. Her adimda, kendisinde 0 ve kendine bitisik tek bir
karede 1 yazili olan karelerdeki sayilar silinerek yerlerine 1; diger karelerdeki
sayilar da silinerek yerlerine 0 yaziliyor.

n nin hangi degerleri i¢in, baglangictaki 0 ve 1 ler nasil yerlegtirilmig olursa
olsun, sonlu sayida adim sonucunda biitiin sayilarin 0 olacagim belirleyiniz.

Cevap: n = 1 ve 3. n = 1 durumunda ilk adim sonucunda birim kareye
yazilan say1 0 olacaktir. n = 3 dorumunda baslangigta sayilar 8 farkl gekilde
yerlestirilebilir. Bu durumlarin her birinde sonlu sayida adim sonucunda
biitiin sayilar 0 oluyor:

4

(0,1,0) — (1,0,1) — (0,0, 0).

NN AN AN N N N
== =0 O OO
~— —
NN N N N N S
SCooo = OO

cCoor~rOoO RO
cCroo o~ oo

D—‘HCD:O)—‘P—‘CDO
—_ OO RO O
A A A
\'_/\_/\'_/\_/\_/\_/v\_/

Simdi n nin tim diger degerleri igin sonlu adim sonucunda biitiin
sayilarin 0 olmadig1 ornekler verelim.



XIV. Ulusal ilkégretim Matematik Olimpiyat1 A

E = 0,1,... olmak tlizere, n = 4k 4 2 durumunda basglangigtaki
dizilim soldan baslayarak k tane (1,0,0,1) dortlisiinden ve 1 tane (1,0)
ikilisinden olusursa; tek sayida adim sonucunda dizilim soldan baglayarak
k tane (0,1,1,0) dortlisiinden ve 1 tane (0, 1) ikilisinden, ¢ift sayida adim
sonucunda ise soldan baglayarak k tane (1,0,0,1) dortliisiinden ve 1 tane
(1,0) ikilisinden olusacaktir.

k = 0,1,... olmak iizere, n = 4k durumunda baslangictaki dizilim
soldan baglayarak k tane (1,0,0,1) dortliisiinden olugursa; tek sayida adim
sonucunda dizilim soldan baglayarak k& tane (0,1,1,0) dortliisiinden, cift
sayida adim sonucunda ise soldan baglayarak k tane (1,0,0, 1) dortliisiinden
olusacaktir.

k= 0,1,... olmak tlizere, n = 4k + 5 durumunda baslangictaki
dizilim soldan baglayarak 1 tane (1,0,0,0, 1) beglisinden ve k tane (1,0,0,1)
dortliistinden olusursa; tek sayida adim sonucunda dizilim soldan baglayarak
1 tane (0,1,0,1,0) beglisinden ve k tane (0,1, 1,0) dortliisiinden, ¢ift sayida
adim sonucunda ise soldan baglayarak 1 tane (1,0,0,0,1) beglisinden ve k
tane (1,0,0,1) dortliisiinden olugacaktir.

k= 0,1,... olmak tlizere, n = 4k + 7 durumunda baslangictaki
dizilim soldan baglayarak 1 tane (1,0,0,0,1) beglisinden, k& tane (1,0,0,1)
dortliisiinden ve 1 tane (1,0) ikilisinden olugursa; tek sayida adim sonucunda
dizilim soldan baglayarak 1 tane (0,1,0,1,0) besglisinden, k tane (0,1,1,0)
dortlisstinden ve 1 tane (0,1) ikilisindan, ¢ift sayida adim sonucunda
ise soldan baglayarak 1 tane (1,0,0,0,1) beglisinden, & tane (1,0,0,1)
dortliisiinden ve 1 tane (1,0) ikilisinden olusacaktir.

. n tam sayisinin tam olarak alti tane pozitif boleni vardir ve bunlar sirasiyla,
l<a<b<ec<d<ndr k=a—1 olmak tlizere, n nin yukarida £ inci
sirada gegen boleni, (1 + a + b)b sayisina esitse, n sayisinin alabilecegi tiim
degerleri bulunuz.

Cevap: n = 2009. Oncelikle 1 + a + b sayis1 n nin bir béleni olmahdir ve
acgikca 1 + a + b > b oldugu goriiliir. Dolayisiyla 1 4+ a + b > ¢ olur. Diger
taraftan, » nin tam olarak alt1 tane pozitif boleni oldugundan n = bc dir,
bu da bc > (14 a+b)b ve dolaysiyla ¢ > 1+ a+ b oldugunu gosterir. Sonug
olarak, 1 +a+b=cve k = a—1 = 6 elde ederiz. Buradan, n = (b + 8)b
saywisinin pozitif bolenleri 1 < 7 < b < b+ 8 < d < b(b + 8) olur. Ek
olarak, n sayisinin tam olarak 6 tane pozitif béleni olmasi i¢in, p ve ¢ asal
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sayilar olmak iizere, n = p*q veya n = p® olmalidir. 7 sayis1 n nin bir béleni
oldugundan, ilk durumda p = 7 veya ¢ = 7 dir, ikinci durumda ise n = 7° tir.

e p="Tise, a="7oldugundan ¢ > 7 olur. ¢ > 7% ise, 7’ =bve g =b+ 8
elde ederiz, buradan ¢ = 57 olur fakar 57 asal say1 degildir. ¢ < 77 ise,
b=qveb+8="7%elde ederiz, buradan ¢ = 41 ve n = 7% - 41 = 2009
bulunur.

e ¢ = T7ise, a =7 oldugundan p > 7 olur. Buradan b = p ve b+ 8 = Tp
elde ederiz, bu da 6p = 8 oldugunu gosterir ki, bu miimkiin degildir.

e n="T>1Ise, b="T>veb+8="T olup, 7° — 7* = 8 elde ederiz, bu dogru
degildir.

Sonug olarak, sadece n = 2009 olabilir.



