Tiirki

urki yeti
SANAYI VE TEKNOLOJI BAKANLIGI

MATEMATIK

16. ULUSAL ILKOGRETIM
MATEMATIK OLIMPIYATI
BIRINCI ASAMA SINAV
SORU VE COZUMLERI

2011

cos(B)=%

cos(60):%

(x+b) B+BCN¢+y 1._Y
) 2 8
J y=4



TURKIYE BILIMSEL VE TEKNOLOJIK ARASTIRMA KURUMU
BiLIM INSANI DESTEK PROGRAMLARI BASKANLIGI

ULUSAL MATEMATIK OLIMPIYATLARI SORU ve COZUMLERI

Ankara
Nisan 2019



16. Ulusal ilkégretim Matematik Olimpiyati A

1. Bir bardakta bulunan 100 gram sekerli suyun kiitlece %98 i sudur.
Bir siire sonra suyun buharlasmasi sonucu suyun kiitlece orani %96 ya
diigtiigiinde sekerli suyun kiitlesi kag gram olur?

Cevap: 50. Baglangicta bardakta 2 gr seker bulunuyor. Buharlasmadan
sonra seker, sekerli suyun kiitlesinin 4 % nii olugturuyor. Buna gore
cevap 2 - 25 = 50.

2. m < n olmak tizere; en biiyilik ortak bolenleri 11, toplamlari da 165 olan
kag tane (m,n) pozitif tam say1 ikilisi vardir?

Cevap: 4. a < b, obeb(a,b) = 1, m = 11a ve n = 11b olacak sekilde a ve
b pozitif tam sayilar1 bulunur. 165 =m +n = 11(a +b) = a + b = 15.
Sart1 saglayan (a, b) ikilileri (1, 14), (2, 13), (5,9) ve (7,8) dir. Kogullara
uygun (m,n) ikilileri (11, 154), (22, 143), (55,99) ve (77,88) dir.

3. ABCD bir digbiikey dortgen olmak iizere, ABC liggeninin i¢ bolgesin-
deki bir E noktasi \BE| |AD|, |AE| = |CD| ve S(AEB) = S(ADC’)

kosullarini sagliyor. S(EAC) = 30° ve S(ACD) = 40° ise, S(BCD)
nedir?

Cevap: 95°. Verilen kenar ve agi egitliklerinden AADC = ABFEA olur.
Buradan da |AC| = |AB| ve LZEAB = ZACD = 40° elde ederiz.
ANABC bir ikizkenar tiggen oldugundan ZACB = 55° ve buradan da
ZBCD = 95° olur.

4. A ve B harfleri rakamlar1 belirtmek tizere, on tabanmma gore yazilimi
3A4B olan bir saymin 45 ile boliimiinden kalanin 17 olmasini saglayan
kag (A, B) ikilisi vardir?

Cevap: 2.45 =5-9,17 =2 (mod 5) ve 17 =8 (mod 9). O halde B =2
veya B=T7dirve3+ A+4+ B =28 (mod9) dir. = B € {2,7} ve
A+ B € {1,10,19}. Sartlara uygun (A, B) ikilileri (2,8) ve (7,3) tiir.

5. {50,100, 1000, 2000, 2010, 2011, 2012, 3000} kiimesinin ii¢ elemanh kag
altkiimesinin elemanlar1 toplami 3 ile boliiniir?

Cevap: 20. Sayilar1 (mod 3) de yazarsak {2,1,1,2,0,1,2,0} elde
ederiz. Altkiimenin elemanlar1 toplaminin 3 ile boliinmesi i¢in eleman-
larimi  (mod 3) de ayni olmasi veya 0, 1, 2 degerlerini almasi gerekiyor.
Buna gore cevap 1 +1+2-3-3 = 20 olur.
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6. 3(1@) = 90° olan bir ABC'D digbiikey dortgeninde [AC] kégegeninin
orta noktasi E dir. |[AE| = |DE| ve s(ABD) = 20° ise, s(AED) nedir?

Cevap: 40°. F noktast ABC dik iiggeninde hipoteniisiin orta noktasi
oldugundan |AE| = |BE| = |EC| olur. |[AE| = |ED| oldugundan E
noktasinin ABC'D dortgeninin tiim koselerine uzakliklar egit olur. Yani
ABCD bir kirigler dortgenidir. ZABD = ZACD = 20° ve buradan da
LAED =2/ACD = 40° elde ederiz.

7.1% + 24 + ... 4+ 2011* sayisinm 16 ile boliimiinden kalan nedir?

Cevap: 14. Bir c¢ift sayimin doérdiinci kuvveti 16 ile bolunitr. Bir tek
saymin karesi (mod 8)’de 1’e denktir ve dolayisiyla bir tek sayimin
dordiincii kuvveti (mod 16)’da 1’e denktir. O halde verilen toplam
(mod 16)’da 1006’ya denktir ve 1006 = 14 (mod 16) dur.

8. Baslangicta ellerinde 5, 10, 15, 20 ve 25 seker bulunan beg 6grenciden
her adimda biri elindeki sekerlerin bir kismini diger 6grenciler arasinda
esit olarak paylastiriyor. En az ka¢ adimda oOgrencilerin ellerindeki
sekerlerin sayisi esitlenebilir?

Cevap: 4. Ik once adim sayismin 4’den daha az olamayacagin
gosterelim. Son hamleden once 4 6grencinin geker sayisi ayni olmak
zorundadir. Bundan o6nceki hamleden once 3 ogrencinin seker sayisi
ayni olmak zorundadir. Benzer sekilde devam edersek ispat tamamlanir.
Simdi 4 adim icin Ornek verelim. Baslangicta seker sayisi 5 olan
ogrenci 1., 10 olan ogrenci 2.,..., 25 olan oOgrenci 5. olsun. Birinci
adimda 2. dgrenci birer seker dagitiyor. Ikinci adimda 3. Ggrenci
ikiger seker dagitiyor. Uciincii adimda 4. dgrenci ticer seker dagitiyor.
Dordiincti adimda 5. ogrenci dorder seker dagitiyor. Buna gore tim
ogrencilerin 15’er gekeri oluyor.

9. |[AB| = 16 ve |BC| = 24 olan bir ABC f{iggeninin B kosesine
ait icagiortaymin tstiindeki bir D noktasi s(BDC') = 90° kogulunu
sagliyor. [AC| nin orta noktasi E ise, |DE| nedir?

Cevap: 4. CD ve AB dogrular F' de kesigsin. BD 1 FC ve ZFBD =
ZCBD oldugundan |F'B| = |BC| = 24 ve buradan da |AF| = 8 olur.
|FD| = |DC| ve |AE| = |EC| oldugundan ED || AF ve |[ED| =
|AF|/2 = 4 buluruz.
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10. Bir kiipiin koselerine tam sayilar; en ¢ok kag kosedeki say1, bu koseye bir

11.

12.

13.

ayritla baglanan ii¢ kogedeki sayilarin aritmetik ortalamasindan kiiciik
olacak bi¢imde yerlestirilebilir?

Cevap: 7. Kiiptin koselerine yerlestirilmig sayilarin hicbirinden kiigiik
olmayan olan birini alalim. Bu say1 komsu sayilarin ortalamasindan
kiictik olamaz. Buna gore cevap en fazla 7 olabilir. Simdi 7 i¢in 6rnek
verelim. Kiipiin tabanindaki kogelere 0, tavanindaki koselere sirasiyla
1, 1, 3, 9 yazarsak kosullar saglanir.

Ayse bir kavanozdan her adimda kavanozdaki bilye sayisinin bir
fazlasinin yarisi sayida bilyeyi cikariyor. Kavanozu bosaltmak igin
Ayse’nin bu islemi beg kez tekrarlamasi gerekiyorsa, baslangicta
kavanozda kag bilye vardir?

Cevap: 31. Herhangi bir islem sonucunda kavanozda a bilye kaldiysa
bu islem oncesinde kavanozda 2a + 1 bilye olmak zorundadir. Buradan
kavanozda 5. iglemden once 1, 4. islemden once 3, 3. iglemden once 7,
2. iglemden 6nce 15, 1. islemden once 31 bilye oldugu elde edilir.

E, ABCD paralelkenarinin i¢ bogesinde bir nokta olmak tizere; AE
dogrusu [DC] kenarmi F noktasinda, CE dogrusu da [AD] kenarimi
G noktasinda kesiyor. |DF|/|FC| = 3/2, |DG|/|GA| = 3/5 ve
Alan(AEG) — Alan(CEF) = 9 ise, Alan(ABCD) nedir?

Cevap: 80. Alan(AEG) — Alan(CEF) = Alan(AFD) — Alan(CGD)
dir. Alan(ABCD) = S dersek Alan(AFD) = 35/10 ve Alan(CGD) =
35/16 olur. 35/10 — 35/16 = 9 denklemini ¢ozersek S = 80 buluruz.

Tstasyon saatinin her saat bas1 caldigi bir istasyondan esit zaman
araliklariyla tren geciyor. Cumartesi giinii bir stire boyunca istasyonu
seyreden Ali, bu siire boyunca iki trenin gectigini goriiyor ve bir kez
de saatin caldigini duyuyor. Pazar giinii ise, Ali daha uzun bir siire
boyunca istasyonu seyrediyor. Ali bu siire boyunca on alt1 kez saatin
caldigini duyduysa, gordiigii tren sayisi en az kag olabilir?

Cevap: 7. Iki ardigik tren arasmdaki siire 2 saatten az olmak zorundadr,
aksi takdirde Ali saatin en az iki kez caldigim1 duymus olurdu. Ali
istasyonu en az 15 saat seyrettigine gore, gecen tren sayisi en az 7
olmak zorundadir. Simdi 7 igin 6rnek verelim. Yeterince kiigiik bir x
pozitif gercel sayisi i¢in trenler istasyondan 2 —x saat araliklarla gegsin.
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Ali'nin istasyonu seyrettigi siirenin tam ortasi tam saate denk gelip
seyredilen iki tren bu siirenin en baglarinda ve en sonlarinda gegerse,
Cumartesi giinii kogullar1 saglanmig olur. Ahmet’in istasyonu seyrettigi
stire [1, 16] saat araligi olursa saat tam olarak 16 kez ¢almig olur ve bu
siirede istasyondan sadece 7 tren gecebilir.

Asagidaki hangi (A, B) ikilisi i¢in, 22 +y = A ve 22 +y?> = B
esitliklerini saglayan hicbir (z,y) gergel say ikilisi yoktur?

5 9 2 4 1 9 2 6
21(23) v 0Gs) 0G5 o)
Cevap: (4/3, 1/3). y = A — 2z olacagindan z* + (A — 2z)* = B ve
buradan da 5% — 4Ax + A?2 — B = 0 olur. Coziimiin olabilmesi icin
ancak ve ancak bu ikinci derece denklemin diskriminantinin > 0 olmasi
gerekir. A = (44)2 —4-5-(A* — B) = 20B — 4A%? > 0 olmahdur.
Yani A% < 5B olmasi ¢oziimiin olmast icin gerek ve yeter kosuldur.
(A, B) = (4/3, 1/3) i¢in bu sart saglanmazken diger dort segenek i¢in
sart saglanir.

15. Kenar uzunlugu 5 birim olan ABC'D karesinin [AB], [BC|, [C D], [DA]

kenarlar tstiinde |AE| = |BF| = |CG| = |DH| = 3 olacak bi¢imde
sirasiyla, £, F', G, H noktalar1 alimiyor. A, B, C'; D noktalarindan gegen
¢cemberin sinirladigi dairenin alaninin, FF'GH karesine i¢ten teget olan
¢emberin sinirladigi dairenin alanina orani kactir?

Cevap: 50/13. Pisagor teoreminden biiyiikk dairenin capr 5v/2 ve
kiicik dairenin capr /13 olur. Buradan dairelerin alanlar1 orani

[7(5v/2/2)?])/[7(v/13/2)%] = 50/13 olur.

16. Asagidaki sayilarin en kiigiigii hangisidir?

a) — b) — ¢) Vb —2 d) e) 3v2 4

Ny

Cevap: Vb —2.5 < 81/16 oldugundan V5 —2 < 1/4 tir. 11 < 44/10
oldugundan 1/4 < +/10/11 dur. 360 < 363 oldugundan v/10/11 < v/3/6
dir. 12v/2 < 17 oldugundan 5 < 22 — 12\/5, V5 < 3v/2 — 2 ve buradan
da v/5 — 2 < 3v/2 — 4 tiir. Yani bu beg sayidan en kiiciigii v/5 — 2 dir.
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17. 162°"! sayisimin on tabanina gore yazilminda onlar basamagidaki
rakam agagidakilerden hangisidir?

a) 9 b) 7 ¢) 5 d) 3 e) 1

Cevap: 1. Onlar basamagindaki rakami bulmak igin bu saymin
(mod 100)’deki degerini bulmaliy1z. 100 = 4 - 25. 162! sayis1 4 ile tam
boliiniir. 210 = 1024 = —1 (mod 25). = 162011 = 28044 — (210)804 . 91 =
16 (mod 25). O halde 16*°" = 16 (mod 100) ve bu saymin onlar
basamagindaki rakam 1 dir.

18. [AB] ve [C' D] bir gemberin farkh ¢aplar: olmak tizere, D den bu ¢embere
cizilen teget AB dogrusunu B ye gore A ile farkl tarafta yer alan bir
E noktasinda, BC' dogrusunu F noktasinda kesiyor. |EB|/|AB| = 5/2
ve |DF| = 4 ise, | EF| nedir?

Cevap: 10. [AB] nin orta noktast O olsun. O g¢emberin merkezi
olacagindan |OA| = |OB| = |OC| = |OD| olur. Cemberin yarigapina x
dersek |OA| = x ve |BE| = bz olur. ODE ftiggeninde C'F kesenine gore
Menelaus teoreminden (|OC|/|CD|) - (|DF|/|FE|) - (|BE|/|OB]) =1
ve buradan da |EFF| =4-5/2 = 10 buluruz.

3 3
19. r pozitif gercel sayis1 2r — o rd 4 esitligini sagliyorsa, r + JTRS
nedir?
Cevap: V19 — 2. 2r +4 — = 8 oldugundan
2r+4
9 35
r +4)2 4+ ———— =170 22— =
Cr+ 4+ Gy ve M g T 2
Diger taraftan?"+4r+8 :tolursar+2+4r+8 =t+2ve
3 9
2P+ -+ ———— = (t+2)°
A T Eh )
Sonug olarak (t + 2)? = 19 olur. ¢ pozitif oldugundan ¢t = /19 — 2.
20. 2,3,...,2011 tam sayilarindan kag tanesi karekokiinden kiigiik olan en

biiyiik tam sayi ile boliintir?
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Cevap: 88. Sart1 saglayan bir say1 n olsun. n = k? olacak sekilde k
pozitif tam sayisi varsa k — 1|n = k? olmah. = k — 1|k* — (k — 1)(k +
1) =1 = k = 2. Demek ki n = k? ise n = 4 olmali. Diger durumda
k* < n < (k+ 1)? olacak sekilde k pozitif tam sayis1 vardir. = k|n
olmall. = n = k? + k veya n = k? + 2k. 44> + 44 = 1980 < 2011 <
442 +2 .44 = 2024 oldugundan toplam coziim ssayis1 1+2-43+1 = 88
dir.

AB//CD olmak tizere, ABC'D yamugunun tiim kenarlarina teget olan
bir ¢cember [AB] ye E, [CD] ye de F noktasinda degiyor. |AE| = 5,
|CF| =3 ve |[FD| =2 ise, | BE| nedir?

Cevap: 10/3. Yamugun kenarlarina teget olan ¢emberin merkezi O
olsun. OF L AB, OF L CD ve AB | CD oldugundan F,O,E
dogrudagtir. |BE| = x ve |FE| = h olsun. Tegetliklerden |AD| =
5+2 =7, |BC| =z + 3 olmalhdir. D ve C noktalarindan AB kenarina
indirilen dikme ayaklar: sirasiyla P ve @ olsun. |[AP| = 3, |QB| =
r — 3, |DP| = |CQ| = h olur. Pisagor teoreminden h? + 3% = 7% ve
h? + (x — 3)? = (x + 3)? buluruz. Buradan da h = 2y/10 ve x = 10/3

elde ederiz.

pqr = 2pr + qr + 10p esitligini saglayan kag (p,q,r) asal sayilar
tcliisi vardir?

Cevap: 2. pgr = 2pr+qr+10p = qr(p—1) = 2p(r +5). Sag taraf p ile
boliiniir. p — 1 sayisi p ile bolinmediginden ve p asal say1 oldugundan
plgr dir ve dolayisiyla ¢ ve r de asal sayilar oldugundan p = ¢ veya
p = r elde edilir.
p=gqise,r(p—1)=2(r+5)=r(p—3) =10 =r € {2,5}. O halde
bu durumdan sadece (5,5,5) ¢oziimii elde edilir.

p=rise, qglp—1)=2(p+5) = (¢—2)(p—1) = 12. Bu durumda farkh
¢Oztim olarak yalnizca (13,3, 13) bulunur.

4 siyah, 4 beyaz ve 4 kirmizi top, iki kirmizi top yan yana gelmemek
kosuluyla kag farkli bicimde siralanabilir?

Cevap: 8820. Ik 6nce beyaz ve siyah toplarn dizelim. Bundan sonra
mavi toplarin gidebilecekleri yer sayis1 9 oldugundan cevap

() ()-

olur.
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24. AB dogrusu ustiinde ve B noktasina gore A ile farkli tarafta yer alan E
noktasindan gegen bir dogru ABC'D dikdortgeninin [BC| kenarimn P,
[AD] kenarimi da @) noktasinda kesiyor. |[AB| =1, |BE| =3, |AD| =5
ve PC'D(@ yamugunun alanit PQAB yamugunun alaninin iki kati ise,
| BP| nedir?

Cevap: 10/7. |BP| = z, |QA| = y dersek |PC| = 5 — z, |QD| =
5 —y olur. Alan(PCDQ) = b —z+5—y)/2 =5 — (x +y)/2 ve
Alan(BPQA) = (z + y)/2 oldugundan = +y = 10/3 olur. BP || QA
oldugundan z/y = |BE|/|AE| = 3/4 ve buradan da y = 4z/3 olur.
Yani « + 4x/3 = 10/3 ve buradan da = 10/7 elde ederiz.

25. Kag n tam sayisi icin, |n® — 6n? + 5| sayis1 asaldir?

Cevap: 4. n®> —6n? +5 = (n — 1)(n? — 5n — 5) oldugundan bu iki
carpanin +1 oldugu durumlar: incelememiz gerekiyor. n — 1 = +1 den
n = 0,2 gelir ve bu durumlarda n?> — 5n — 5 ifadesi -5 ve -11 olur.
n? —5n —5 = %1 den n = 6, —1 gelir ve bu durumlarda n — 1 ifadesi
5 ve -2 olur. Buna gore, ¢oziim kiimesi {0, 2,6, —1} olur.

26. m < k olmak tizere, 100 x 100 bir satrang tahtasinin m birim karesine
mavi, k birim karesine de kirmizi birer tas, hicbir satir ya da siitunda
farkli renkte iki tag yer almayacak bicimde yerlestirilmigse, m en ¢ok
kag olabilir?

Cevap: 2500. Mavi taglar x satirda ve y siitunda olsun. O zaman
kirmizilar en fazla 100 — x satirda ve 100 — y stitunda olur. AO>GO
esitsizliginden

mk < zy(100 — x)(100 — y) < (100 — 2)y(100 — y) < 502 - 502

ve m < 2500 elde ederiz. m = 2500 i¢in ornekte ilk 50 satirla ilk 50
siutunun kesigiminde 2500 tane mavi, son 50 satirla son 50 stitunun
kesigsiminde ise 2500 tane kirmizi tag bulunuyor.

27. E ve F, ABCD digbiikey dortgeninin sirasiyla, [BC] ve [AD] kenarlar
iistiinde yer alan kogelerden farkl noktalar olmak tizere; hem A, B, F,
F noktalari, hem de C, D, F, E noktalarn gemberdestir. |AC| = 4,

|AB|+ |CD| =5 ve s(@) = 60° ise, | BD| nedir?

Cevap: v/21. Cemberdesliklerden /DCE = /EFA = 180° — ZABE
oldugundan AB || C'D olur. AC K B paralelkenar olacak bigimde bir K
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noktasi alalm. D, C, K dogrudagtir. |CK| = |AB| oldugundan |DK| =
|AB|+|CD| =5 ve |BK| = |AC| = 4 tiir. Ayrica ZDKB = ZBAC =
60° olur. DK B iicgeninde kosiniis teoreminden 42452 —2-4-5-cos 60° =
|BD|? oldugundan |BD| = v/21 elde ederiz.

28. Baglangicta tahtada bir n tam sayisi yazihdir. Iki oyuncu sirayla hamle

yaparak; her hamlede tahtadaki sayiy1 silip yerine o sayidan biyiik
olan, ama o saymin iki katin1 asmayan bir tam say1 yaziyorlar. Tahtaya
2011 sayisini yazan oyuncu oyunu kazaniyor. Oyun n = 1, 2, 3, 4,
5,6, 7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 degerlerinin her biri i¢in birer
kez oynanirsa, bu oyunlardan kac¢ini oyuna baslayan oyuncu kazanmay1
garantileyebilir?

Cevap: 13. Oyun [1006,2010] aralagindaki sayilarla baglarsa oyuna
baglayan oyuncu oyunu kazanir. Oyun 1005 sayisiyla baslarsa oyuna
baglayan oyuncu oyunu kaybeder. Oyun [503,1004] aralagindaki
sayilarla baslarsa oyuna baslayan oyuncu ilk hamlesinde tahtaya 1005
yazarak oyunu kazanir. Oyun 502 sayisiyla baglarsa oyuna baslayan
oyuncu oyunu kaybeder. Oyun [251, 501] aralagindaki sayilarla baglarsa
oyuna baglayan oyuncu ilk hamlesinde tahtaya 502 yazarak oyunu
kazanir. Oyun 250 sayisiyla basglarsa oyuna basglayan oyuncu oyunu
kaybeder. Benzer sekilde devam edersek oyuna baglayan oyuncunun
oyunu kaybettigi degerlerin 502, 250, 124, 61, 30, 14, 6, 2 oldugu
goriiliir. Sonug olatrak oyuna baglayan oyuncu ilk 16 pozitif tam
sayidan sadece 2, 6 ve 14 sayilariyla baglayan oyunlar1 kaybedecektir.

29. x,, 2, t gercel sayilar olmak iizere, x? +y? + 22 +t? —axy — yz — 2t — 10t

30.

ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

Cevap: —40. Verilen ifade

y\2 3 2:\% 2 3t\* 5 )
(x 2>+4<y 3)+3z ) +2t-87 -0

olarak yazilabilir. Buna gore verilen ifade —40 degerinden daha kiiciik
olamaz ve t = 8,z = 6,y = 4 ve x = 2 durumunda —40 degerini aliyor.

Koseleri bir ¢gemberin tstiinde yer alan ABCD digbiikey dortgeninin
kosegenleri E' noktasinda kesigiyor. |AC| = 16, |BD| = 12 ve CED
acisinin olgiisi ile BC yaymnin ol¢iisiiniin toplami 90° ise, ¢emberin
yaricapi nedir?
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Cevap: 10. ZDEC = «, BC = 90° — a olsun. ZOAB = 45° — a/2 ve
ZABD = 135° — a/2 olur. CO dogrusu ¢emberi ikinci kez F' de kessin.
LCAF = 90° olacagindan /FAB = ZABD olur. FABD Kkirigler
dortgeni oldugundan |FA| = |BD| = 12 olur. FAC dik tiggeninde
Pisagor teoreminden |F'C| = 20 ve buradan da yaricap 10 olur.



